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2 EXTENSIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES II

1. Fractions continues

1.1. Rappels sur les fractions continues. Quelques rappels sur les fractions con-
tinues.

La partie fractionnaire de u € R est {u} = u — |u], ou |u] est la partie entiere de wu.
Pour u € R, la distance de u a Z est ||u|]| = inf ez |u — n| = min({u},1 — {u}). La
fonction u — ||ul| est sous-additive et d(u,v) = |ju — v|| définit une distance sur T.

On a 0 < [Jul] < 1 et pour tout entier K, ||[Kul| < |K]||ul|, avec égalité si [ju] < 3.

Soient « un irrationnel dans ]0,1[. Son développement en fraction continue est noté
0;a1, ..., Gn, ...] = ﬁ, avec a, > 1. Les a, sont appelés quotients partiels de
“2tagiT

a. Les entiers p, et ¢, (appelés numérateurs et dénominateurs de «) sont définis a

partir des a,, par les relations p_y =1, pgo =0, q_1 =0, go = 1 et, pour n > 1,

(1) Pn = GnPn-1 + Pn—2,Gn = QpGn-1 + qn—2, (_1)n = Pn—-19n — PnQn—1-

Ils vérifient les relations et inégalités suivantes :

n en
HQna“ = (_1)710”’ avec 0,, = (nQ — Pn, SOIt @@ = p_ +—,
dn  dn
2) 1 = qullgnircll + gnrrllgnell,
1 1 1
3) — < fgual = [0 € — = =
Qnt1 T qn Gn+1 Ant1Gn + Gn
1
4 — < —— < g1 < |||, pour 0 < |£] < gp,
@ 200~ ot Gna lanaall = el .
) L < gullgeel = galfn] < 2 <
I n||n|| = qn|Un ’
py1+2 nlld 4 n+1 Qn+1
n 1
o — 21 < .
Gn Gnln+1

1.2. Conditions sur les quotients partiels a,. Les propriétés des extensions par

une fonction ¢ au-dessus d’une transformation 7' résultent du comportement asymp-
. . n—1 ] 7

totique des sommes ergodiques S, = > j—o poT. Quand ¢ est centrée, ces sommes

pour les rotations peuvent avoir une croissance lente, comme nous allons le voir pour

les rotations en dimension 1.

Pour obtenir une majoration des sommes ergodiques basée sur les inégalités précédentes,
nous aurons besoin d’une information de majoration sur la suite (a,,) du développement
de a en fraction continue.

Introduisons des conditions de majoration sur (a,) de force décroissante.
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1) Si la suite (a,) est bornée, « est dit a quotients partiels bornés (ou de type borné).

Un nombre « est dit mal approché (par les rationnels) si

(6) Je>0: |ka|| > —, Vk € Z\ {0}.

|k|
Cette propriété équivaut pour « a étre a quotients partiels bornés. En effet (6) et (3)
impliquent inf,, ¢, ||g.a| > ¢ > 0 et goy1 < ¢7lgn; Aol apyy < L.

Inversement, supposons qu’on ait a,, < A, pour tout n > 1. Soit k£ > 1. Il existe n tel

que ¢n < k < gnq1, d'ott par (4) ||kall > ”%@H > qn+11+qn 2 (A+12)q

I\/I

?rIH

+2

On note Bad (Badly approximable) I’ensemble des nombres mal approchés (autrement
dit de type borné).

Les nombres quadratiques ont un développement en fraction continue ultimement
périodique, d’apres le théoreme de Lagrange. Ils sont donc dans Bad. On montre
que I'ensemble Bad est de mesure de Lebesgue nulle et de dimension de Hausdorff 1.

L’ensemble Badz(#) des nombres mal approximables par rapport & un 6 irrationnel est
défini par:

Bada(6) = {a € 0.1): 3e(a) > 08 — o] > G2 vk € 21 {0}y
On remarque que 0 € BadZ(Q) est équivalent a # € Bad. Si # € Bad, pour tout
rationnel 7 /s, les inégalités — o S IIskO|| = ||s(k@ —1/s)|| < |s|||k€ —r/s|| montrent que

r/s € Badgz(6).

L’ensemble Badz(f) est de mesure 0, mais sa dimension de Hausdorff dimy Badz(6)
est égale a 1.

Plus généralement, l'ensemble des n-uplets (51, ..., 5,) tels que B; — 5; € Bady(6),
Vi, 7,1 # 7, a une dimension de Hausdorff égale a n.

2. Conditions diophantiennes et ergodicité

2.1. Cas de réduction a un cobord. Type d’un irrationnel

Rappelons également que le type (ou exposant diophantien) 1 d’un nombre irrationnel

a est la borne supérieure des nombres réels 7, tels que infy>; £™||ka|| = 0. Si 7 est
fini, alors
(7) inf [k"¢||kal|] = 0, inf[k"¢||kal]] >0, Ve > 0.

k>1 k>1

Le théoreme de Dirichlet montre que tout nombre irrationnel est de type > 1. Le type
des nombres dans Bad (nombres mal approchés par les rationnels) est 1.
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Si a n’est pas de type 1, il existe un entier r > 1 tel que k'*"/"||ka|| < 1 pour une
infinité de k. Pour chaque r > 1, ’ensemble des « satisfaisant cette derniere propriété
est négligeable d’apres le lemme de Borel-Cantelli. Ceci implique que le type de presque
tout a est 1.
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Analyse de Fourier et réduction & un cobord

Soit (¢,) un cocycle récurrent a valeurs dans R? au-dessus d'une rotation z — = + «
sur T?. Une premiere obstruction a I'ergodicité se produit lorsquune composante ¢
de la fonction ¢ engendrant le cocycle est un cobord (¢! = ¢ — T,%) p.p. pour une
fonction mesurable ¢ : T? — R). En effet, dans ce cas, les fonctions de la forme
(z,u) — g(u’ + ¢ (x)) sont T,-invariantes.

Plagons-nous en dimension p = 1. La réduction d’une fonction a un cobord peut étre
obtenue sous des conditions portant sur la décroissance de ses coefficients de Fourier
et sur le type de o a I'aide du lemme suivant:

1 1

—_— .
Fr Jlkaf] =

Lemma 2.1 (2.1). Si « est de type n, on a, pour tout 6 > 0, Z

k>1
Proof. Rappelons que le type n d’un irrationnel est toujours > 1. Pour ¢ > 1, soit
S; la suite strictement croissante (k;;);>1 telle que ||k, ol € [270FD 27, Posons
K; =mini{ki1, ki jo1 — kij}-

Soit 0 < ¢ < 6. D’apres (7), il existe une constante C'(¢) telle que :

C(e) C(e)

< ki1al < 27" <
ki e " (ki — ki)t |

(Kijr — ki) < 27070

et donc K; > (C(e)2i~1)mee.

Nous avons k; ; > jK;,Vj > 1, ce qui implique, pour une constante D(e),

Z 1 1 Z 1 1 < Z 9i+1
’ = 2 aall 2 KT
Sk kall Ak kigall T & (KD
2i+1 1 ' s
= _ — << D(E)QZ(I_W“'E)'
+4 Z n+s — )
Kzn S j77+
1 1

O

d’ou la convergence de la série Z

k>1
Proposition 2.2 (2.2 Condition diophantienne + régularité = cobord). Si a est de
type n et si p(x) = 3, cn(@)e?™m@ est tel que c,(p) = O(n~"9) pour un § > 0,
alors ¢ est un cobord : p =Ty — 1, avec Y continue.

ko lkall

Proof. Les coefficients de Fourier d'une solution intégrable ¢ de I’équation de cobord
@ = Toh — 1) sont donnés par : ¢, (¢) = 82?5755)_1- La convergence pose un probleme de
“petits dénominateurs”. D’apres le lemme 2.1, on a :

e (@) 11
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La solution formelle de I’équation de cobord est donc une fonction continue. 0]

Par exemple, ¢ : & — 2(1 — ) — ¢ coincide sur [0,1] avec la fonction continue, 1-

périodique et 1-lipschitzienne, centrée sur [0, 1], de série de Fourier :

-1 cos(2mnx)
T2 2 :
n>1

n

Si « est un nombre irrationnel de type < 2, cette fonction ¢ est donc un cobord pour
la rotation T, et la R-extension par la fonction ¢ n’est pas ergodique.

De méme, pour toute fonction ¢ de classe C'*° pour un § > 0 sur T, pour presque
tout nombre irrationnel «, la fonction ¢ est un cobord pour la rotation T, d’apres la
proposition précédente et le fait que presque tout irrationnel est de type 1.

Néanmoins, les cocycles (Ty, ¢) avec ¢ telle que z(1 — x) — ¢ peuvent étre ergodiques
pour des a admettant des approximations rapides par les rationnels.

Réduction a des fonctions simples
Nous noterons o la fonction (en dents de scie) 1-périodique définie par o(z) := {z} — 3.

Dans I’étude des cocycles (p,,) engendrés par une fonction ¢ sur le cercle au-dessus
d’une rotation & valeurs dans R?, il est raisonnable d’imposer & ¢ une certaine régularité
de ses composantes ¢".

Etant donnés 0 < 6 < 1 et D > 1, nous désignerons par Cllo’i p 'espace des fonctions ¢
de [0, 1] dans R pour lesquelles il existe J(¢) = {t1,ts,...,tp} tel que 0 =t; <ty < ... <
tp < tpt1 =1 et pour tout j la restriction de ¢ a |t;,¢;41[ a une dérivée 6-holdérienne.

Pour ¢ € Cllo’g p on a donc ¢ bornée, ce qui entraine que ¢ est lipschitzienne sur
Jtj, tjr1[, d'ott existence des limites ¢(t;) = limx_nf; o(x), p(tf) = limx_n; ()

pour tout ¢; € J. On convient que p(t7) = lim; - ¢(?).

On note s;(p) = s; := (t]) — @(t;) le saut de ¢ en t;. Les points de discontinuité de
o sont les t; tels que @(t]) — @(t;) # 0. Le saut de o est —1 en 0 (quand on traverse
0 en parcourant le cercle dans le sens trigonométrique).

Sous une hypothese diophantienne sur «;, la proposition 2.3 qui suit permet de ramener
I'étude de (¢,), si ¢ a ses composantes dans ’espace introduit plus haut, a celle d'un
cocycle engendré par des combinaisons linéaires de fonctions de la forme o(z — ;).

Proposition 2.3 (2.3) (Réduction a des fonctions “dents de scie”). Soit ¢ une fonc-
tion d’intégrale nulle appartenant a [’espace Czléj,D; 0>0. Si« estdetype < 1+9, il
existe p'®) € C(T) telle que
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D

(8) == silp)ol@—1t;) + ¢ () - o (x+a), Vo & J
7j=1

On est ainsi conduit a considérer deux cas de figure tres différents:

1) ) Somme des sauts nulle: Si Z] 8 =0, la formule (8) peut s’écrire

= silo(z —t;) — o(@)] + ¢ (@) — 'z + a).

J=1

Comme o(x —t;) —o(x) = 1o, —1;, la fonction ¢ est alors cohomologue a une fonction
en escalier avec D discontinuités. Toute fonction en escalier ayant un nombre fini de
discontinuités a une somme de sauts nulle.

La régularité, ou la non régularité, dépend de conditions diophantiennes sur le couple
(o, discontinuités).

Nous allons illustrer le role crucial du choix des discontinuités dans 'ergodicité, en
construisant deux exemples simples de fonctions en escalier engendrant 1'un un cocycle
ergodique, l'autre un cocycle non régulier.

2) Somme des sauts non nulle: Si ZJ 18 # 0,

Pour des rotations bi-dimensionnelles sous une hypothese analogue a la condition de
“somme des sauts non nulle” I'ergodicité peut étre montrée (voir exposé 3).

3. Un exemple simple d’extension ergodique

Un exemple de Z-extension ergodique au-dessus d’une rotation

Pour montrer 'ergodicité de certaines extensions, nous utiliserons le résultat auxiliaire
suivant.

Lemma 3.1 (7.2). Soit (¢,) un cocycle récurent a valeurs dans R au-dessus d’un
systéeme ergodique (X, u, T). Soit ¢ € R S%l existe & > 0 et des suites ({n)n>1,
(€n > 0)p>1, avec lim, e, = 0, vérifiant

9) lim T2 = 2,Yo € M et u({x : d(g, (2),¢) < ep}) > 6,¥n > 1,

alors ¢ est une valeur essentielle du cocycle.



8 EXTENSIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES II

La suite (¢,) de I’énoncé est appelée “suite de rigidité” de la transformation 7". Toute
sous-suite de la suite @ = Q(«) des dénominateurs (g,) de « est une suite de rigidité
de la rotation z — x + a mod 1.

Commencons par un exemple simple. Soit ¢ la fonction en escalier

(10) §:= 1y =1y

Considérons la Z-extension Taé définie par £ au-dessus d’une rotation T, : ¢ — x +
a mod1 de T, « irrationnel.

Pour montrer I'ergodicité de 'extension, dans ce cas tres particulier nous utiliserons
les propriétés suivantes de la suite Q des dénominateurs de «, satisfaites par tout
irrationnel .

Lemma 3.2 (3.2). 1) étant donnés deux éléments consécutifs dans Q, au moins l'un
des deuz vérifie : ql|qa < 3.

2) étant donnés quatre éléments consécutifs dans Q, au moins l'un des quatre est impair
et satisfait : gl|qa < 3.

Proof. 1) Soit 8, = 5 — ¢u||gac|. D’apres Péquation (2), on a (g1 — ¢n)? = 26,62, +
20,41q>. Par conséquent, 8, et §,,1 ne peuvent pas étre simultanément négatifs

2) Deux dénominateurs consécutifs ne pouvant étre pairs, puisqu’ils sont premiers entre
eux, les parités a priori possibles pour quatre éléments consécutifs dans Q sont

S’il y a deux dénominateurs impairs consécutifs, alors I’énoncé découle de 1).

Pour un quadruplet de dénominateurs consécutifs (¢,—1, gn, Gnr1, Gns2), il reste a con-
sidérer le cas des parités (0, 1, 0, 1) et celui de (1, 0, 1, 0). Nous avons alors
respectivement ¢, impair, a,1 # 1, et ¢,41 impair, a,2 # 1. Pour ¢ = ¢, dans le

premier cas, ¢ = ¢n+1 dans le second cas, nous obtenons ¢||qa|| < 1/2. d
Lemma 3.3 (3.3). Soit ¢ € Q). Si q est impair et si ql|qal| < 3, alors
q—1 1
Vo € T, &) = ) &e +ja) € {+1, =1}, u(§ =1) = p(& = -1) = 3.
=0
Proof. Les discontinuités sont de la forme 7 — jl(r)g, i jQ(r)g + 2—1q, 0] < 2%1, avec

des sauts +2, ot 0 < j1(r), j2(r) < q, pour r =0,...,q — 1.
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Les sauts successifs de &, sont alternativement 42, —2 ou —2, +2 a partir d’une valeur
initiale constante u sur 'intervalle de continuité partant de 0, de sorte que les valeurs
de &, sont u et v+ 2, ouu et u — 2.

La fonction ¢ vérifie la relation d’antisymétrie {(z 4 1) = —&(z), donc &, est également
antisymétrique. Par conséquent, dans le premier cas u = —1 et dans le deuxieme cas
u=1. Doun ¢ € {—1,+1}.

Comme &, est d’intégrale nulle, on obtient la relation voulue. ([l

Théoréeme 3.4 ((3.4) Ergodicité de extension par Lo 1= 1[%71[). Pour tout irrationnel
a, la transformation fa,g est ergodique sur T X Z muni de la mesure produit.

Proof. £(&) est un sous-groupe de Z. D’apres le lemme 3.3, 1 est une quasi-période du
cocycle (&,) au-dessus de toute rotation irrationnelle T,,. Par le lemme 7.2, 1 est dans
E(€). 1l en résulte que (&) = Z, ce qui entraine 'ergodicité. O

Cet exemple est I'un des exemples les plus simples d’extension ergodique en mesure
infinie. C’est un cas particulier d’'un résultat général sur les cocycles dont les dis-
continuités sont “bien séparées”, condition vérifiée par les cocycles a discontinuités
rationnelles au-dessus d’une rotation du cercle.

Nous allons maintenant construire a 'opposé un exemple de cocycle non régulier. La
construction passe par I’étude d’une équation fonctionnelle.

4. Equation de quasi-cobord et cocyle non régulier

Une équation de quasi-cobord multiplicatif

Nous considérons maintenant une équation fonctionnelle intervenant dans I’étude de
certains cocycles au-dessus des rotations. Nous l'utiliserons pour donner un exemple
simple d’extension non réguliere.

Notons U(T) le groupe des fonctions mesurables de T dans le groupe U des nombres
complexes de module 1. Pour r € R, T, est la translation x+ — x + r mod 1.

Pour a € R—Q, soit T' = T,, une rotation x — x + « mod 1 sur le cercle réalisé comme

le tore T. On dit qu'une fonction ¢ € U(T) est un quasi-cobord multiplicatif s’1l existe
ol

AeUUet (eU(T) telsque@b:)\CC )

A la suite des travaux de W. Veech, K. Merrill [Merril 1985] a donné une condition

suffisante pour que la fonction définie sur le cercle par ¢y := e*™!0.4 soit un quasi-

cobord multiplicatif, c’est-a-~dire telle qu’il existe 7 € R et f mesurable de module 1

solution de I’équation




10 EXTENSIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES II

62727r'y f o Ta )
/

M. Guenais et F. Parreau [Guenais-Parreau 2006] ont ensuite obtenu des conditions
nécessaires et suffisantes sur les parametres (¢, s,7) et les ont étendues a des fonctions

(11) 627;”8(1[0,t]_t) —

en escalier plus générales.

Théoréeme 4.1 ((4.1) [Guenais-Parreau 2006], Théoréme 1). L’équation (11) admet
une solution mesurable f pour les paramétres (t,s,7y) si et seulement s’il existe une
suite d’entiers (by,) telle que :

t = Zbqua mod 1, avec Z | k|

a
k>0 k>0 k1

> " llbxs|* < oo,

k>0

v =la — thksj g mod 1, pour un entier £.
k>0

Pour la construction d’un cocycle non régulier, nous utiliserons le résultat dia a K.
Merrill, dont nous donnerons une preuve en annexe:

Notation: e(z) = ™, o(x) := {2} —3. Onao(.+t)—0 =1—t—1_4. L'équation
traitée ci-dessous revient a ’équation (11).

Théoreéme 4.2 (4.2). Soient t,s des paramétres tels que t = ;- by gy mod 1, by €
Z, et

(12) Z 1Bl

akl

> " |lbk s[| < +oo.
k=0

Alors il existe une fonctwn ¢ mesurable de module 1 et un nombre A\ de module 1 tels
que (équation de quasi-cobord multiplicatif ):

627riso'(:c+t) C(I + Oé)
( 13) 2miso(x) -
e ¢(x)

4.3. La fonction ( est unique a la multiplication prés par un multiple de e(lx), € € Z,
et X est de la forme X = e(C'a — Y02, (lbxs] + mx) qr @), € € Z, avec ' ny = 0, si
|bs|| = {bks}, =1, si||bgs|| = 1 — {bgs}.

Si v est & quotients partiels bornés (o € Bad), les seules valeurs permises pour ¢ sont
de la forme ka mod 1, k € Z. Nous supposerons donc o ¢ Bad.

Dans la suite nous utiliserons le résultat du théoreme 4.2 pour construire des fonctions
en escalier produisant des cocycles non réguliers. Etant donné la rotation par «, nous

'Rappelons que, pour u réel, ||u| = inf({u},1—{u}). Nous avons ||u| = u— |u|+n avec n = 0 dans
le premier cas, —||u|| = u—(|u]+n) avec n = 1 dans le deuxieme cas; d’olt bis — (| bgs] +nx) = £ bxs]|-
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aurons besoin de valeurs des parametres (t, s) satisfaisant les conditions du théoreme
et tels que s soit irrationnel. Voici un procédé pour obtenir de telles valeurs.

Lemma 4.4. Soit « a quotients non bornés. Dans le résultat du théoreme 4.2, on peut
choisir la suite d’entiers (by,) telle qu’il y ait une solution de l’équation

2miso(x+t)
(14) C Ty (ata)
e2miso(x) C(x)

avec une valeur irrationnelle du parametre s.

Proof. Notons que pour qu'il existe une solution s irrationnelle, il faut limy., 2o |bg| =
+-00. Sinon, il existe une sous suite by, = ¢ > 0 constante. Comme |[cs|| > 0 si s est
irrationnel, la condition Y .- ||bx s|| < +o00 n’est pas vérifiée.

Si a ¢ Bad, il existe un sous-suite non bornée (ax, et I'on peut choisir une suite (by)
vérifiant (12) telle que la sous-suite (by,) des by non nuls soit strictement croissante
vers +00.

b,
Prenons une suite croissante d’entiers positifs (¢;) telle que ¢;4; < Z’:@. Etant

donnée une suite décroissante (¢;) de réels > 0 dont la série converge, considérons la
suite d’intervalles emboités

bivi &1 bGin gy, L& 4 g
b br.., bk by b, bk, br, by

. C ] C ...

Jj+1 Jj+1 Jj+1 j+1

L’intersection est réduite & un point noté s qui vérifie
oo oo o0
S sl =3 b, sl < 3 < +oo.
k=0 j=0 Jj=0

Si s = u/v (avec u, v entiers > 0 et premiers entre eux), alors v doit diviser by, pour j
assez grand. Ceci n’est pas possible si on choisit dans la suite b; une infinité d’entiers
premiers entre eux. O

Notons H Pensemble des valeurs de t = Z/iio b & « mod 1 satisfaisant aux conditions
de la construction précédente.

4.1. Un exemple de cocycle en escalier non régulier. Le lemme simple suivant
donne dans certains cas un procédé pour montrer qu’'un cocycle n’est pas régulier.

([Conze 2009])

Lemma 4.5 (4.5). Soit ¢ : M +— Z une fonction mesurable telle qu’il existe s ¢ Q
pour lequel I’équation multiplicative e*™*% =) /1p o T admet une solution mesurable 1.
Si @ nest pas un cobord, alors E(T, ) = {0,00} et le cocycle (T, ) engendré par ¢
est non réqulier.
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Proof. : D’apres l'existence d’une solution ¢ de I’équation multiplicative, il existe
une fonction ¢; mesurable a valeurs dans Z et une fonction mesurable ( telles que

p=C—CoT+s g

On a donc £(p) = E(¢1), g(¢1)~C 517 U oo, dott E(p) C (ZN s 'Z)Uoo = {0,00}.
Si p n’est pas un cobord, alors £(p) = {0, 00} O

Si a est un nombre irrationnel ¢ Bad, nous allons montrer qu'il existe 8, r dans 10, 1]
tels que, pour ¢ définie par p(z) := 1j.5/({z}) — Lo g({z +7}), E(¢) = {0, c0}.

Ceci implique que le cocycle (T, ) au-dessus de la rotation T, n’est pas régulier, en
particulier non réductible & un cobord et que T, , n’est pas ergodique sur T' x Z muni
du produit de la mesure de Lebesgue sur T! par la mesure de comptage sur Z.

Théoréeme 4.6 (4.6). Si o € Bad, il ewiste t tel que, pour presque tout r, ) =
Lio, — Ly, 01} définit un cocycle non régulier a valeurs dans Z au-dessus de la rotation
T,.

Proof. Prenons ¢ dans Pensemble H construit dans le lemme 4.4. D’apres le théoréme
4.2 et le lemme 4.4, il existe v € U, s irrationnel et & € U(T) tels que

el = yE[E o T,

2mis(110,49—1j0,5°T7)

Cette relation entraine que la fonction e est un cobord multiplicatif

pour tout r.

Montrons que, pour t ¢ Za + Z fixé, 'ensemble {r : Lio,g — L, o T7 est un cobord} est
négligeable.

Dans le cas contraire, d’apres la proposition 4.7 ci-dessous, 1o, — t est un cobord
additif a une constante additive ¢ pres: il existe ¢ et une fonction mesurable ( tels que
ljpgy —t =c+(—¢CoT. Comme les moyennes ergodiques de 1lgy —t et ( —CoT
tendent vers 0 en probabilité pour u, il en résulte que ¢ = 0. Observons enfin que, en
passant a I'exponentielle, on obtient e=2 = 27 /e2m¢ o T'. Ceci implique que e*™
est une valeur propre de la rotation d’angle «, ce qui est exclus par le choix de t.

Nous venons de montrer que, pour t € H ,

(r)

pour presque tout r, la fonction ¢, = Lio,) — Ljo,g © T} n’est pas un cobord,

. . . . (M) .. .
et il existe s irrationnel tel que e?™*%: " est un cobord multiplicatif.

Prenons t € H et r tel que gogr) = 1o,y — ljo,q 0 T, n’est pas un cobord,. Le lemme 4.5

implique alors que la fonction gpir) satisfait : E(gpgr)) = {0, 00}. Elle engendre donc un
cocycle non régulier et T o) n’est pas ergodique sur T! x Z muni du produit de la

mesure de Lebesgue sur T! par la mesure de comptage sur Z. 0
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Compte-tenu de la relation 1jg 4 —1jo 0 T; = 1, — Ljo 013, I'énoncé précédent montre
I'existence de réels ¢ tels que, pour presque tout r, 1, — 1jo,] © T} soit non régulier.
La décomposition ergodique de I'extension de la rotation associée est basée sur une
infinité non dénombrable de mesures quasi-invariantes sur le cercle.

Proposition 4.7 (4.7). Soit ¢ une fonction mesurable a valeurs réelles sur le cercle.
Soit T, une rotation ergodique. Si, pour un ensemble non négligeable de valeurs de r,
il existe une fonction mesurable 1, telle que :

(15> o—poT, =1, 0T, — 1,

alors ¢ est un quasi-cobord additif : ¢ = c+ hol, — h, pour une fonction mesurable
h et une constante c.

Proof. La relation (15), entraine, pour tout s € R, pour un ensemble de mesure > 0
de r,
e?ﬂisgp(:r:)/6277isgp(Trz‘) _ e27riswr(Taa:)/€27ri51/Jr(:r})'

D’apres la proposition 3 de [Lesigne 1993], pour tout s il existe alors Ay € U, (; € U(X)
tels que :

(16) ¥ = N, ToCs/Cs.

D’apres un théoreme de [Moore-Schmidt 1980], (16) implique le résultat. O

5. Z% ou R¢-cocycles au-dessus de sytémes hyperboliques (d = 1,2)
Cocycles au-dessus de systemes hyperboliques

5.1. Question. Dans l'étude des extensions de systemes dynamiques, une question
générale est de déterminer si un cocycle donné (7', ) est régulier et n’est pas un cobord.

Dans le cas ou T est une rotation, nous avons vu des exemples de fonctions simples
engendrant au-dessus de 7" un cocycle non-régulier.

Nous allons maintenant considérer le cas hyperbolique o, au contraire, on peut s’attendre
a ce que (T, ) soit régulier quand ¢ est par exemple holdérienne.

On prend G = Z? ou R?, d = 1, 2.

On note (M, u,T) le systéeme dynamique de base avec comme modele, par exemple,
I’action hyperbolique obtenue en faisant agir sur le tore T?” une matrice hyperbolique
de Sl(p,Z), c’est-a~dire une matrice p X p a coefficients entiers, de déterminant +1,
dont les valeurs propres sont de module # 1.
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Prenons le cas de 'automorphisme hyperbolique de T? noté T défini par 1’action modulo

) 2
1 de la matrice ( 11

deux disques D, D’ de méme rayon dans le tore T2. Un question est celle de I'ergodicité
du cocycle engendré au-dessus de 'automorphisme 7" par la fonction ¢ := 1p — 1pr.
L’extension est récurrente, car ¢ est centrée.

) sur T? . Pour obtenir une Z-extension trés simple, prenons

Plus généralement, soit 7" un automorphisme hyperbolique du tore T? et ¢ := 14—15 ou
A, B sont deux sous-ensembles de méme volume dans le tore ayant des bords réguliers.
Une question simple est celle de I'ergodicité (ou du moins de la régularité) du cocycle
engendré par ¢ au-dessus de T" sur T” X Z.

5.2. Espaces de fonctions sur M. Dans ce qui suit, la réponse a cette question va
illustrer les méthodes basées sur les feuilletages stable et instable des transformations
hyperboliques.

On note que la fonction ¢ dans cet exemple n’est pas holdérienne. La méthode
d’opérateur de transfert via un codage ne s’applique pas a priori a ce type de fonctions.
Ceci conduit a introduire une classe de fonctions ad-hoc.

Si ¢ : M +— G prend un nombre fini de valeurs, R(¢) C G désignera ’ensemble des
valeurs prises par . Etant donné un sous-ensemble A dans M, on appelle d-bord de
A l'ensemble 05(A) :=={z € A:d(x, A°) < 6}.

Pour a € R(y) et 6 > 0, notons Js{¢ = a} le -bord dans M de I'ensemble {z : p(x) =
a}, cest-a-dire s{¢p = a} :=={x € {p =a} : d(z,{p # a}) < 0}.

Definition 5.1. L’espace Fy est formé des fonctions centrées ¢ a valeurs dans G
vérifiant:

(17) pour une constante C, Z pu(0s{p =a}) < C6, Vo > 0.
a€R(p)

On peut considérer également les espaces H, de fonctions holdériennes sur M, pour
0 < a <1 ou des espaces F, de fonctions localement holdériennes sur M.

Pour x € M, la feuille stable de = est W*(z) :={y € M : d(T"y,T"x) — 0}.
La feuille instable est W*(z) := {y € M : lim,,, 1 oo d(T "y, T "x) — 0}.

Supposons qu'il existe ¢ €]0, 1] tel que, pour tout x € M,

Yy € Wi (z), il existe Ki(x,y) tel que d(T"y,T"z) < Ky(z,y) c"d(y,x), n >0,
Yy € W*(z), il existe Ks(z,y) tel que d(T"y, T "z) < Ky(x,y) "d(y,z), n > 0.
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Lemma 5.2 (5.2). Si p € Fy, il existe My(p) de mesure pleine dans M tel que pour
tout x € M;:

- pour tout y € W*(x), il existe Ny(z,y) tel que p(T"x) = o(T™y), pour n > Ni(z,y);

- pour tout y € W(x), il existe No(z,y) tel que (T "z) = (T ™y), pour n >
N2 (.T, y) :

Proof. Traitons le cas de la feuille stable. Prenons § €]c,1[. D’apres (17), on a, par
invariance de la mesure :

(YU U aan{w—a})<hmf—55=0.

N n>N aeR(p)

Par conséquent, le complémentaire M; est de mesure pleine dans M, et pour tout
x € My, il existe N(z) > 0 tel que o(T"x) = a implique d(T"z,{u : p(u) # a}) > 0",
pour tout a € R(p) et n > N(z).

Soit x dans M; et y € W#(x). Nous avons par hypothese, pour tout n > 1, d(T"z, T"y) <
Ki(z,y) ™. 1l existe un entier N'(z,y) tel que pour n > N'(z,y), Ki(z,y) " <™. 1l
en résulte que, si p(T"z) = a pour a € R(p) et o(T"y) # a, alors T"x € Oy {p = a}.

Pour n > N(x) et x dans M; ceci n’est pas possible et donc implique que p(T"z) et
©(T™y) prennent la méme valeur pour n > Ny(x,y) = max(N(x), N'(x,y)). O

Définition de F'" et de F~
pour w € W¥(z), F'(x,w):= lim [p,(w) — @, (z)]

n—-4o00

= lim [(p(w) + @(Tw) + ...+ o(T""w)) = (p(x) + ¢(Tx) + ... + o(T" 7)),

n—+

pour w & W*(z), F~(z,w) := lim [pn(w) = on(z)]
= lim [~(p(T"w) + o(T" " w) + ... + o(T ™ w))

+H(p(Trz) + o(T" M 2) + ...+ (T 12))].

La définition s’applique aux fonctions holdériennes, a 'espace Fy et aux espaces JF,.
Dans ces deux derniers cas, F'" et '~ sont bien définis en dehors d’un ensemble
négligeable.

Pour Iespace fonctionnel Fy, nous ne disposons pas du théoreme limite local (TLL),
mais le théoreme central limite (TCL) peut étre établi, par exemple en utilisant la
méthode de feuilletage et de martingale.Le TCL assure la récurrence du processus
(Snep) si p est a valeurs dans Z?* ou R?.

Notons qu’en dimension d > 3, la propriété ASIP (Almost Sure Invariance Principle),
quand elle est vérifiée, implique la transience. On se limite donc a d = 1 ou 2. Mais
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on peut également sans restriction former des produits gauches avec des G-systemes
de mesure invariante finie.

6. Valeurs essentielles et Z-accessibilité

Notations: Pour f sur M x G, les sommes ergodiques pour 'action de T}, sur M x G
sont

flz,u) + f(Tz,u+ @)+ ...+ (T 'z, u+ pn1(2)), n >0,
0, n =20,
—(f(T "z, u+ on(2) + (T2 u+ ppyi(2)) + ...+ f(T 2, u+ 91 (2))), n<O.

Nous les noterons S¥ f(x,u) ou simplement S, f(z, u).
Nous supposons le cocycle (p,,) défini par ¢ au dessus de T' récurrent.

Fixons une fonction fy bornée, continue et intégrable sur GG, vue aussi comme fonction
sur M x G, telle que fy(g) > 0 partout sur G et [, fo(g)dg = 1. Si f est bornée et a
support compact sur M x G, il existe ¢ > 0 tel que | f(z, g)| < cfo(g), ¥(z,g9) € M xG.

La récurrence de 'extension T, et de son inverse implique :

lirf S? fo(z,u) = 400 et lirf S?, fo(z,u) = —o0, pour presque tout (z,u).
n—+o0o n—+00

Notons J la o-algebre des ensembles T -invariants et fi la mesure po X mg sur M x G,
ou mg (notée aussi m) est la mesure de Lebesgue ou de comptage sur G.

Rappelons que P(p) = P(T, ¢) est le sous-groupe fermé de G formé des périodes des
fonctions 7T,-invariantes.

Considérons une famille # dénombrable dense dans L'(M x G) de fonctions bornées
a support compact et lipschitziennes en z.

Pour f € L'(M x G), notons

n—1 k
T
L (,u) = tmsup 2 0. iy g 2o 70 0t oul).
n Snfo([)?,u) n—00 Zk:o fO(Tkl’7U+QOk(ZL‘))
u

n—1 —k
- T B
L;(x,u) = limsup —————- = lim sup 27’;_:{) (T "z, u + pi(2)) ‘
no Sonfolw;u) nooo Y i o Jo(T7Fm,u+ k()

Par le théoreme ergodique quotient de Hopf, on obtient pour la famille dénombrable

H :
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Lemma 6.1. Il existe un ensemble de pleine mesure Mo(p, H) dans M tel que, pour
toute f € H, pour tout x € My(H), pour presque tout u € G,

_ R, (L
n Sufolw,w) Do ey~ n( 1) ().

En particulier, pour x € My(#), les limites supérieures L;{(x, u) et L (x,u) sont des
limites et elles sont égales entre elles.

Definition 6.2 ( Z-accessibilité¢). Un domaine R C M de mesure > 0 est dit Z-
accessible (pour les feuilletages W* W™ stable/instable de T') si, pour tout ensemble
My de mesure pleine dans M, il existe un entier N > 2 et xr € My tels que

Vo € MyN R, il existe w; = w;(z,xr) € My, j =0,..., N, vérifiant

wo(x,zr) = z,wy(x,xR) = TR,

wj € W¥wj—1) N W*(wj1) N My, 0 < j <N,

wji(z,zR) est une fonction mesurable de x (pour la tribu complétée), 0 < j < N.

Théoreme 6.3 (6.3). Soit p € Fy. Supposons qu’il existe dans M un ensemble Z-
accessible R de mesure > 0 et soit R ’ensemble T-invariant R := U;>T"R.

Alors sur é, il existe une fonction mesurable v telle que toute fonction g mesurable
bornée T -invariante est de la forme g(x,u) = ry(u+~y(x)), ot ry est mesurable sur G.
De plus (x) := p(x) +v(Tx) — v(x) appartient, pour presque tout x, au groupe E(p)
des valeurs essentielles finies du cocycle (T, ). Le cocycle (T, ) est régulier sur R.

La méme conclusion est vérifiée sur un ensemble de mesure pleine dans M si T est
ergodique, ou st M est réunion dénombrable d’ensembles Z-accessibles R;.

La preuve du théoreme 6.3 est donnée en annxexe.

Pour des systemes hyperbolique une technique classique est celle des partitions markovi-
ennes.

La méthode que nous venons de présenter montre la régularité des cocycle (T, ¢) pour
les classes du type Fy de fonctions décrites plus haut, pour lesquelles les techniques de
codage markovien et d’opérateur de transfert ne semblent pas adaptées.

Elle s’applique (travail en cours avec S. Le Borgne) quand 7' est une transformation
telle que:

décalage (shift) avec mesure de Gibbs,

transformations d’Anosov,



18 EXTENSIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES II

systemes partiellement hyperboliques,
flot géodésique,

flots diagonaux.
7. Annexe: démonstrations

7.1 (Preuve de la proposition 2.3).

As La fonction ¢’ étant holdérienne et bornée sur |t;,¢;41[, nous avons pour des
constantes C, C, pour k # 0:

j+1— QW tj+1—ﬁ ) 1
> |/ —2mkm ( )d$ _/ e—kam QO,(I )dlL‘|
2Ik‘l ’ : 2|k|

J

e 2lk‘ —2mikx titt 727T’Lk1’ 727rzk:a:
_ |/ e=2mike )dx+/ dx]—2|/ )dx]+0(|k|),
t

. . 1
j it arey

tj+1
d’ott: |/ e 2"k o (1) dx| < C|k|™°

La fonction définie sur T \ J par ¢(x) := p(z) + Z]D:l sjo(x —t;), ou s; est le saut de
¢ en t;, se prolonge en une fonction continue sur T; d’ou

Z[e—Qwiktj+1¢(t;+l) _ 6—27riktj¢(t;r] —0.

J

tj+1 )
/ 6727rzk::1: 1/}(']:) dx
t

j
B —1
ok

La relation

g _ —mikts fa+1 —2mikx
[e—QﬂzktJ+1w<tj+l) —e QWlkth(t;_) + / € 2mik W(x) dIL
tj

entraine donc

1
/ —27rzka: dl‘ _ Z/ —27rzka7 )d
0

— , , tjt1 ,
_ Z ﬂ[e_QﬂZktj+1¢<t;+l) _ 6_2Mktj¢(t;r) +/ 6_27mkm’¢/(l’) d]?]
j 4
-1

1
- _ - —2mikx )/ dr.
ok |, € V' (x) d



EXTENSIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES II 19

Par intégration par partie, on obtient:
D

_ Z/ 727r1kx dx_'_zsj / —2mikx dor — Z/J+1 —2mikx .I') dr.

On en déduit la majoration
1 ‘ ti+1
|/ 6_2ml€$¢/(l’) dl’| < § :|/ 6—27rzk:;r ( )dl’| < C|k5| 5

o ex(0)] = gl [ ) o] < 0.

Si « est de type < 1 4 4, on conclut par la proposition 2.2. O

7.2 (Preuve du lemme 7.2). Ay Soit (¢,) un cocycle récurent a valeurs dans R?
au-dessus d’une rotation ergodique T,. Soit ¢ € R S7il existe 6 > 0 et des suites
(n)n>1, (€ > 0)p>1, avee lim, e, = 0, vérifiant

(18) limThre = x,Yo € M et u({x : d(ey, (),¢) < ep}) > 6,¥n > 1,

alors ¢ est une valeur essentielle du cocycle.

Proof. 1) Soit f(z,u) une fonction invariante par Tso sur M x R, f(Tox, p(z) +u) =
f(z,u). On peut supposer que f est bornée (car Ta,@ est conservatif) et il est possible
de la régulariser par convolution par rapport a la variable u, en remplagant f par
la fonction (z,u) — [pa f(z,8) h(u — s) ds, ot h est une fonction continue sur R* a
support compact. Par conséquent, on peut supposer que f est continue en u.

Pour tout ¢, 'ensemble E(f,¢) := {z : f(z,c+ u) = f(x,u),pour presque tout u}
est T,-invariant. La transformation 7T, étant ergodique, pour montrer la relation
f(z,e +u) = f(x,u), pour p-presque tout z, si ¢ vérifie (18), il suffit de montrer

que pu(E(f,c)) # 0.
La condition lim, T’z = z, Vo € M, implique, pour ( intégrable sur M :
(19) fim [ 10(Zia) - @) duta) =0,

noJM

En effet, cette propriété est vérifiée par les fonctions continues sur M et peut étre
étendue a la classe des fonctions intégrables, grace a l'invariance de la mesure p.

2) Soit g une fonction continue et intégrable > 0 sur R%. Par (19), on obtient :

im [ [ 15T 0) = o) g() du(o) du=0.
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Notons A,, 'ensemble {x : d(p, (x),c) < &,} (de mesure > § par hypothese). On a :

Ah@4mwﬂmﬂw—f@w—vﬂﬁwdm@du
/Rd (/M [, w) = J(Tgra,w)| dpu(w)) g(u) du
/Rd /M La, ()| f(x,u— e, () — flz,u—c)| gu) du(x) du.

Les deux termes de droite tendent vers 0, de sorte que :

hm/lA /ﬁfxu F(z,u— )| g(w) du) du(x) = 0.

Posons Fy(z) == [pa|f(z,u) — f(z,u—c)| g(u) du. Supposons la fonction F; non nulle
p.p- 1l ex1ste alors v > 0 tel que F,(x) > 7 sur un ensemble de mesure > 1 — %5, d’ou
Fy(x) > ~ sur un sous-ensemble de mesure > 1§ de A,, ce qui entraine que la limite
précédente est > %57, contrairement a la convergence vers 0.

On a donc montré que 'ensemble E(f, ¢) sur lequel f(x,u) = f(z,u—c) est de mesure
non nulle, donc de pleine mesure. Ceci entraine que ¢ est une période des fonctions
T, ,-invariantes et par conséquent une valeur essentielle. O

7.3. Preuve du théoréme 4.2

Lemma 7.4 (Lemme préliminaire). Az, Si (v;) est une suite de fonctions de module
1 telle que Y-, |1 — vjllL < +o0, le produit [, v; converge dans L' vers une fonction
v de module 1.

Proof. Nous avons ]HN+M H;v=1 v;| < Zj\g\%l |1 — v, dou
N+M N+M +oo
1T - vaul_ S -ulh< Y l-ulh ~ 0 O
j=N+1 j=N+1

Produit de quasi-cobords multiplicatifs

La fonction (en dents de scie) o, définie sur [0, 1] par o(z) = {z} — 3, peut étre vue
comme une fonction sur R/Z avec une unique discontinuité en 0.

Nous avons, pour 0 <u <u+6 < 1: o(xr +u) =o(z) +u— lp_yag(x), dot:

(20) o(z+u+06)—o(r+u) =06—Ln—(urs1-—u({})

Pour une fonction ¢ sur le cercle, notons ¢, = ¢ + ... + p o T" la somme ergodique au
temps 7 > 0. Nous avons ¢ o I — ¢ = ¢, o T,, — ¢, pour tout r > 1, ce qui fournit la
relation de cobord multiplicatif

exp(2misp) o T}, exp(2misp,) o T,

21 =
(21) exp(2misy) exp(2misep,)
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Prenons ¢ = o. La relation (21) s’écrit, en introduisant une suite de constantes
(v, = exp(2misuy)) de module 1 choisies ultérieurement:

exp(2miso) o Tk exp(2misoy,q,) o To i exp(2misoy,q,) o Ty

Y

(22)

exp(2miso)  exp(2misoyg) 7 exp(2misoy,,)

L’idée de la preuve du théoreme est d’obtenir I’expression de quasi-cobord multiplicatif
(13) comme produit infini des quotients précédents.

Cependant, il conviendra de modifier exp(2mispy,q, ) en la multipliant par la fonction
Ti-propre ey, 4 définie par

Ebyq, (T) = exp(—=2mi([bes] + mr) qu @),
o, = 0, si||bgs|| = {bxs},= 1, si ||bgs|| = 1 — {bgs}, de valeur propre vy, =
exp(—2mi(|brs| + mk)qrer). La relation (22) devient alors, en utilisant la notation
e(r) = e?™ie;

e(so) o Thrax [k €bgi €(5T0,0,)] © T
————"—=e(=(lbws] + m) @r = — :
6(80) ( (L J ) ) Vk Corqx e(sakak)

Nous allons montrer que, sous les conditions du théoreme,

(23) Z Hl = Tk Cby,a e(sabk%)nl < +o0.
k

Ceci entrainera, en posant t_1 =0, ¢, = Z?:o bjq; pour k > 0.

(24) D11 = [k eny.qn e(s0m,4.)] © T l1 < o0
k

Par le lemme préliminaire, il en résulte que le produit infini [~ (7 €py.q, €(STpq,)) ©
T converge dans L' vers une fonction ¢ de module 1 vérifiant

e(so) o Ty H HOO e(sa) o Torax .
JR S A — N > T k—1
6(80') € bk‘s + 77k) q Ol) k:O(ebIka ( 6(50) ) © @

HZO:O (7k Chy,qx B(SO'bqu)) © Ték_l) o7,
tr_
H?:o(% Cbr,a e(sakak)) © Tak '

= He (1bks| + mk) g @)

= o= D (bs] ) ) S

On a ainsi obtenu (13). Il reste donc a montrer (23).

Rappelons que o = 2= + 9’“ , avec O] < Qk+1

L’application j — {jpr/qr} est une bijection de {0,1,...,qx — 1} sur lui-méme.
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Définissons r; par rjpr, = j mod g, j = 0,...,qx — 1. Les points {r;a} et {;—k} sont &

|k|< i :1_

qr qrqk+1 qk+1

une distance r;

—

q— .
Pour ¢ entier > 1, posons 7,(x) := o(x+ Z)
q

Il
=)

J
Ecrivons simplement p, q,6 pour pi,qx,0r. En supposant # > 0, nous avons, avec
r;p = j mod g et d’apres (20):

b—1 q—1 g—1 .
opg(2) — boy(x o(z + la +iqa) —bZa(:z:—l—‘l)
i=0 =0 =0 q
b—1 g—1 . 0 .
= [a(x+‘1+rj—+z‘0)—a(:c+‘1)]
i=0 j=0 q q q
b—1 q—1 0
= [TJE +if — 1 (J+rj§+i9)71—%[]<{m})
=0 j=0
1 b—1 q—1 9
= §b(b - 1)9 + [rjg - 1[ —(Z +r]0+7,9 ({33'})]
=0 j=0
En posant u = —5b(b — 1), nous obtenons
b—1 g—1 9
et () = 0 (w) = D2 D05 ~ L s (D)
=0 j=0
La double somme a droite s’écrit:
b—1 g—1
bZ%——Zzlu iy vig)1-a(({12})] = v = ¥(2),
=0 5=0

ou 1 est la fonction Zz‘;o Z?;O 1[1_(1+rjg+i9) -y a support dans
q b

g—1b—1 —

JuUn-¢ —|—7“]0+29 U1— +b6 [

7=017=0 j=0

0

et v est la constante positive v = bZ] —0Tig"

La fonction 1) vérifie u(¢ # 0) < bgh et v est majorée par bgf.

En substituant gy, by, ug, vk, ¥ respectivement a ¢, b, u, v, ¢, nous avons donc montré

[u + b, () — beg, (2)] < b + (), avec p(vy, # 0) < bpqiby.
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La majoration analogue est valide si 65 < 0.
Nous obtenons finalement, avec (¢ # 0) < brqr |0/,
(25) |k + Obq (2) = be0g, (2)] < Ore|Ok] + Vi(x),VE = 1.
L'inégalité |1 — €| < |1 — e!A=B)| 4|1 — e8|, pour A, B réels, appliquée avec
A = Ay = sug + sy, () — ([sbe] + n)gre mod 1,
B = By = sbioy, (z) — ([sbk] + nx)qrr mod 1,
entraine
|1 — e2milsluntong @N=(sbltmae | < A () + Ay(x),
(26) oil A,(Cl)(x) — |1 _ 627ri5(uk+abqu(z)—bk&qk(ac))|7
(27) A’(f)(x) =|1- 62“(51%5%(fﬂ)—([Skank)qw)|'
Majoration de ||A,(€1)H1 D’apres (25) nous avons
1 1
/ AW gy :/ 11 — e2ris(ueton, g, (1) b, (2) | gy
0 0
<op{u A0} + [ fsinms(in +0n,(5) — by (0)] da
{¥=0}
Qs by
< (24 7s)bpqrby < (24 78)bp—— < (2 + 7s) .
Qk-+1 Ak+1
Sous les hypotheses du théoreme, il en résulte ) ;- ||A;(€1)||1 < +o0.
Majoration de HA,(CZ)Hl
Notons v,(z) = Z?;éjl[%%[(x) = j, pour % <z < j%l. Pour 0 <z < 1:
q q—1 j q—1 1 q—1 1
Gu@)=gw =5+ =) L@ =g -5 D il an(®) = gz = 5 = (@),
J=0 J=0 §=0
) N ~ 1
d’ot: sbrGg, () — ([sbe] + n)arz = sby (qrz — 5 Yoo () — ([5bi] + M) g
1 1
= (s = ([sb] + ) (ar = 5 = Y0 (@) + ([s0e] + 1) (5 + 70 (7))

lstall (g — 5 — 70, () + (5D] + )5 + 70 (0)).
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Il en résulte, en tenant compte que % + 7. () € Z/2,

1 1
/ AP (2) d — / 11 — 2mi(abida, (o)~ (sbi - m)awe) | gy
0 0

qr— 1 J+1
_ Z / 2miCE st (ko= =7, (@) g
ar—1 J+1 qr—1
_Z/ e e P o / 11 — e2millsbello-3)] gy
=0 Ik
qr—1
= Z / | sin( ]|sbk]|(y——))]dy< —Hska t.g. d’une série convergente [
7=0

Cocycles au-dessus de systemes hyperboliques

7.5. Preuve du théoréme 6.3

Proof. As. Nous utilisons ’argument appliqué par Hopf au flot géodésique et développé
par Sinal et Anosov dans I’étude du billard dispersif et des systemes hyperboliques.

Rappelons que ¢ € Fy. La démonstration est analogue pour ¢ € H,. Nous ap-
pliquons la propriété (6.2) a I'ensemble R en prenant pour ensemble M, I’ensemble
My = Mi(¢) N Mo(p,H), ot M;(p) est donné par le lemme 5.2 et My(p, H) par le
lemme 6.1.

Feuille stable pour laction de T, sur M x G

Soit w dans la feuille stable de wy = x € R. D’apres le lemme 5.2, on peut écrire
on(w) — op(x) = FH(z,w) + &} (x,w), avec F'* indépendant de n et € tel qu’il existe
N (x,w) presque partout fini pour lequel €7 (z,w) = 0, si n > N(x,w):

T (w,v) = (T"w,v + ep(w)) = (T"w,v + @u(z) + F* (2, w) + £ (z,w))
= (T"w,v + pp(x) + FF(2,w)), pour n > N(z,w).
On obtient pour n > N(z,w) :
d(T5 (w,u = F¥(z,w)), Ty (z,u)) = d(T"w,u+ @u(x)), (T"z, u + @u(x)) = 0.

Par conséquent, (w,u — FT(z,w)) appartient a la feuille stable de (x,u) pour I'action
de T, sur M x G.

SifeH, alors ) |f(THw,u— F(xv,w))) — f(T}(z,u))| < +oo.

La méme observation est valable pour la feuille instable avec T et la fonction F~(x,y).
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Application du théoréme ergodique quotient
Soient x dans My(H), w € W*(z) et f € H.

Notons A4,, = S, f(z,u), B, = Sy fo(z,u), C,, = Sy f(w,u—F*(z,w)), D,, = Sy fo(w, u—
F*(z,w)), Nous avons
|Snf(l’,U) . Snf(wau_FJr(xaw))
Snfolx,u)  Spfolw,u— F+(z,w))
_ A —
Comme |Dn Bn| et | nB C’n| tendent vers 0 et que |%| est borné, le majorant

n
dans l’inégalitg précédente tend vers 0, quand n tend vers +o0.

TR YL A

B, D, D,

D, — B,
B,

|+ |

Appliquons ce procédé pour z € R aux points w; = w;(z, xg) fournis par la propriété
(6.2) de I’ensemble R. Nous obtenons d’abord pour w; et wy = x:

n—1

Li(wy,u) = limsup S STy, u+ o) + (W) = oel))
n—oo Y o fo(THwi, u+ ¢p(x) + @r(wr) — wr(x))
= Lj(z,u+ kgffoo[%(wl) — o(2)]) = Ly (z,u+ F*(z,w)).

De méme,

Ly (wy,u) = limsup Z;é f(T_kwh ut -r(wa) + oon(wn) = oonlws))
e nosoo 9o fo(TFwr, u+ o p(wa) + p_i(wy) — p_p(w2))
= Lj(wz,u+ kgffoo[SO—k(wl) — ok(wa)]) = Ly (wa,u — F~ (w1, wy)).

Pour f € H, comme wy € My(H), wy vérifie L]T(wl, u) = L (w1, u) pour presque tout
u. Il en résulte

L?(ﬁL’,U) = L}r(whu - F+(x,w1)) = L;(whu - F+(IL'7’LU1))
Ly

(wo,u — F¥(x,w1) — F~ (wy, wy)).

Si N = 2, nous avons wy = Tg. Sinon, en réitérant le procédé jusqu’a I’étape N, nous
obtenons:

N-1
LJJ{(x’ u) = L;(“’Na“ - Z[F+(wi—1, w;) + F~ (wi, wis)]),
i=1
d’ou, puisque wy = Tg,
(2851?(%“) = L} (zr,u+ J(x)), pour v € R,
N-1

(29)avec J(z) = — Z[FJr(wi_l(x,xR),wi(x,xR)) + F~(wi(x, xg), wip1(z, xR))]).

=1
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La fonction J est définie sur R u-p.p., mesurable car par hypothese les w; dépendent
mesurablement de x, et la relation (28) est satisfaite pour presque tout u et presque
tout x € R.

Posons 71, (u) = L} (zg,u). On a donc L} (z,u) = 7z, (u+ J(x)), pour presque tout
xr € R.

Sur TR\ R, par invariance, on a
Ly (Tx,u) = Ly (v,u — p(x)) = Ly (vr,u — o(x) + J(2)) = r, (u — p(z) + J(2)).
et de méme sur T?°R\ (RUTR),
L}F(T%, u) = L}“(m,u —@a()) = rr,(u— pa(z) + J(2)).
Considérons 1’ensemble invariant E, réunion disjointe des ensembles A; définis par
Ag:=Ret A;:=T'R\U_{A;.
(Dans le cas ou T' est ergodique R est égal a M, a un ensemble négligeable pres.)
Donc pour y = T%z € A;, nous avons = € R et

Li(y.u) = Li(T'z,u) = Lf (z,u — pi(2)) = rr, (u — ¢i(z) + J ().

Nous obtenons une fonction mesurable v définie presque partout sur R en posant
Y(y) = J(T™y) — oi(T "y) sur A,

D’apres la construction précédente, la relation suivante est satisfaite sur R:

(30) L]T(y, u) =11, (u+(y)), pour u — presque tout y et presque tout u.

Compte-tenu du lemme 6.1, nous avons ainsi obtenu pour f € H sur R une relation de
la forme:

(31) Efoﬂ(%|j)(l',u) = Lj(x,u) = rp,(u+(x)), pour i p.t. z et p.t. u.
Soit Hp,, le sous-groupe des périodes de Ly (par rapport a la seconde coordonnée).
L’invariance de L (z,u) par T, implique :
rr,(u+ (@) +y(Tx)) =1L, (u+v(x)), pour up.t. z et p.t. u.
Par conséquent, p(z) +v(Tx) — y(x) € Hr,, pour ju p.t. z.

Passage aux fonctions invariantes

Nous avons montré que, pour f € H, il existe une fonction mesurable rz, sur G telle
que L(z,u) =ry,(u+~(z)), pour p p.t. et p.t. u.

Soit Hy le sous-groupe fermé de G formé des h tel que 71, (u+h) = 71, (u), p.p.,Vf € H.
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D’apres ce qui précede, p(z) + 'y(Tx) ~v(z) € Hy pour p-presque tout x. Rappelons
que, pour f € L} (% A), [ [Ega(£|T) folw)du(z) du = [ [ fdpu()

L'égalité

Efoﬁ(%

[ [t st duteydu= [ [ fauau

La fonction (x, u) = . (u+y(z)) est fofi-intégrable.

T, u) = Lyp(z,u) = 7, (u+ (),

implique

Posons fi(u) = [ fo(u—y(z)) du(x). La fonction rz, est intégrable pour la mesure de
probabilité fl( ) du. Nous avons pour f, f' € H:

JU ey 2@ = v, (ot (@) fo(w) dul )
= [ e, 0) = i ) o = 22 )

= [0 =, @I Satu = N ) = [ 00 = ()] 1)

(32) Dot [ [re, () = 72, ()] fiw) du < | = 1

Soit f € L'(j1). Par densité de H dans L'(f) il existe une suite (f,) € H telle que
> nllfa— flli < +oo. La suite (rz, ) est donc presque partout convergente au sens de
la mesure fidu, donc au sens de la mesure du, vers une limite notée .. Nous avons:

Efoﬂ(%

Efoﬁ<%u><x,u> = Efo,z%m(x,u), dans L' (fofi).

v, (u+y(x)) = 7, (u+(x)), AMu)-presque partout.

T (@, u) = rp,, (ut(x)),

Il en résulte
S (@)
S0 fo(Th(x,u)

De plus 7y, est invariante par les éléments de Hp.

Efoﬁ%m(x, W) = 1o, (u+ ().

Si g est une fonction mesurable bornée T ,-invariante, nous avons
>0 9(T5(x,w)) fo(Ti(x, ) o,
j— .
>0 fo(T(,u))

gz, u) = Ty, (U4 7(2)).
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Ceci montre que g est de la forme g(z,u) = ry,(u + v(z)), avec r, invariante par
les éléments de Hy, qui sont donc des périodes des fonctions mesurables bornées T,-
invariantes. Par troncation, on obtient que ce sont des périodes de toutes les fonctions
mesurables bornées.

Le sous-groupe Hj coincide avec le sous-groupe H des périodes des fonctions T-
invariantes.

On a ainsi montré que ¥(x) := ¢(z) + v(Tz) — v(x) appartient, pour presque tout z,
au groupe H des périodes des fonctions de la forme r4(u), pour g T, -invariante. (On
a utilisé la dénombrabilité de H pour controler la validité des limites presque partout.)

La relation g(z,u) = ry(u + y(z)), pour g T,-invariante, montre que g(z,u + h) =
g(x,u), p.p.,si h € H.

Donc H = E(T, p) et, pour presque tout x, ¥(z) € E(T,¢) = E(T,1), ce qui montre
la régularité du cocycle (T, ). U
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