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1. Sur la récurrence

Une condition suffisante pour la récurrence
1
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La question de la récurrence d’un cocycle & valeurs dans R% d > 1, est naturelle et
joue un role clé dans la démonstration de 'ergodicité.

Considérons d’abord le cas général d'un cocycle (p,) engendré par une fonction ¢ :
M — RY, d > 1, sur un systéme dynamique ergodique (M, u, T).

Sid=1 et sip est intégrable, une condition nécessaire et suffisante pour la récurrence
de (¢n) est [, odp = 0. (cf. [Atkinson1976]) Pour d > 2, la question de la récurrence
est plus complexe, mais il est parfois possible de la déduire du taux de croissance du

cocycle ().

Le lemme général suivant fournit une condition suffisante simple de récurrence (cf.
[Chevallier-Conze 2009]).

Lemma 1.1 (1.1). Soit (¢,) un cocycle sur un systeme dynamique (X,B,u,T) a
valeurs dans RY.  S’il existe une suite strictement croissante d’entiers (k) et une
suite de nombres réels (n, > 0) telles que :

(1) Hm pu(z: |(Sk,)(@)] = n) =0 et n, = o(n'/9),

n——+oo

alors le cocycle est récurrent.

En particulier, si ¢ € L2(1) et |[@nlls = o(n), le cocycle est récurrent.

Cocycles sur les rotations unidimensionnelles
Soit C la classe des fonctions réelles centrées a variation bornée (VB) sur T.

Elle contient les fonctions en escalier centrées avec un nombre fini de discontinuités. Si
¢ appartient a C, ses coefficients de Fourier ¢, (y) satisfont :

) @) = ) v 20, avee K(g) = sup i ()] < +oo.

r#0

Pour ¢ € C muni de la variation V (), pour une rotation T, sur T et un dénominateur
q quelconque de «, la somme ergodique ¢, sur Ty, satisfait :

(3) |©gllec = sup| Z flz+ja)| < V(e) (inégalité de Koksma).

Dans le cadre L?, on a : Si ¢ centré dans L*(T) satisfait (2), alors ||,z < 27 K ().
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En effet, pour ¢(z) := {z} — 3, on a [[¢[la < [¢gllee < V(¢) = 1, dapres (3); Par
conséquent, pour ¢ :
|%(%0)|2 SIN Tqra 5, 1 1 sinmgro 4,1
= <K =t -
Iallz (Z r? | sin Tra )7 = Klo) (Z r? ' sinmra Rk
r#0 r#£0
= 2 K(p) [[¢hqll2 < 2 K(0)-

Lemma 1.2 (1.2). Pour tout s > 1, presque tout « vérifie pour une constante finie

A= Aa,s):
(4) a, < An®,Vn > 1.

Pour ¢ € C, d’apres (3), on obtient une borne sur la croissance de la somme ergodique
©n pour presque tout « :

Proposition 1.3 (1.3). Soit ¢ une fonction BV centrée sur T. Si la condition (4) est
satisfaite pour un certain s > 0 (condition vérifiée pour presque tout «), il existe une
constante Ky > 0 telle que :

(5) lnlloe < K, (logn)'**, Vn > 2.
Lorsque « est de type 1, pour tout € > 0, il existe une constante K(g) > 0 telle que :
(6) [enlloo < K(e)n®, Vn > 1.

Proof. Soit (qx) le dénominateur de o. Pour n > 1, soit m = m(n) Uentier tel que
ne [Qm(n)u Qm(n)—i-l[

Comme la croissance de la suite (g,) est au moins exponentielle, on a m(n) = O(logn).
Or, (5) et (6) découlent aisément de I'inégalité de Koksma et de la a-représentation
d’Ostrowski des entiers (cf. [Ostrowski 1922]) qui s’écrit :

Sin < @mit, n:Zbqu, avec 0 <by<a;—1, 0<by <agyypour 1l <k<m. O
k=0

Si ¢ est une fonction centrée satisfaisant (2), la proposition précédente est valable avec
la norme L? au lieu de la norme uniforme.

1.1. Exemples de cocycles récurrents sur les rotations en dimension > 1.

1.1.1. Exemples et contre-exemples. Exemples

Pour les cocycles sur les rotations unidimensionnelles, (3) peut étre utilisé pour les
cocycles & valeurs dans R?, d > 1.

Lorsque la dimension p est > 1, une estimation du taux de croissance de |p,| peut
étre obtenue dans certains cas par ’analyse de Fourier sous une hypothese sur a.
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Exemple 1. (Cas p = 1) Si le cocycle (¢,) & valeurs dans R? est engendré au-dessus
d’une rotation unidimensionnelle par ¢ centrée avec des composantes BV (ou, plus
généralement, satisfaisant (2)), alors il est récurrent pour toute rotation ergodique et
tout d > 1 d’apres 'inégalité de Koksma.

Exemple 2. (Cas produit) Soit ¢ = (¢!, ..., %) telle que ¢/, pour tout j, soit une
fonction BV centrée de la variable unidimensionnelle z; € T.

Dans cet exemple, I'application cylindrique sur TP x R? : (x,2) = (x+a, 2+ p(z)) est
le produit des applications cylindriques sur T X R : (=4, ;) — (%; + 4, 2 + ¢'(2;)). La
récurrence découle alors immédiatement, pour une large classe de rotations, du lemme
1.1 et de la proposition 1.3 :

Proposition 1.4 (1.4). Si les composantes @’ appartiennent a la classe C (ou, plus
généralement, satisfont (2)), pour o = (ou, ..., ), avec chaque «; de type 1, le cocycle
est récurrent.

Presque tout « étant de type 1, la conclusion est valable pour presque tout a. Cepen-
dant, cf. ci-dessous, pour ¢ dont les composantes appartiennent a C, la récurrence peut
ne pas étre vérifiée en dimension > 2 pour certains choix de a.

Exemple 3. Cocycles transients sur une rotation bidimensionnelle

Dans [Yo80], J.-C. Yoccoz a construit un cocycle transient centré défini par une fonction
analytique sur une rotation bidimensionnelle particuliere.

Le cocycle centré suivant est un autre exemple de cocycle transient (cf. [Chevallier-Conze 2009,
Théoreme 4.1]) : Soit ¢ : T? — R? la fonction : ¢(z) = (p'(x1), p*(x2)), avec ¢! =

0? = 1[0%]({.}) — % Il existe une rotation ergodique dans T?, z — =+, a = (a1, as),

telle que :

n—1 n—1
| Z o' () + kay)|+ | Z O (19 + kaw)| "25° + 00, pour presque tout (z,25) € T2.
k=0 k=0

Question : Rappelons quune paire o € R? est singuliere si : Ve > 0, 3Q > 1, Vk >
Q,3n <k, d(na, Z?) < k™12,

Les paires singulieres, et plus généralement les vecteurs singuliers; ont été définis par
Khintchine, qui a démontré que I'ensemble des vecteurs singuliers est de mesure de
Lebesgue nulle.

Y. Cheung [Cheung 2011] a montré que 1’ensemble des paires singulieres a une dimen-
sion de Hausdorff de 4/3, et est donc relativement petit.
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Dans les exemples précédents de cocycles transients, la rotation T, sur T? s’avere étre
associée a une paire singuliere «.

Une question naturelle est de construire un cocycle transient sur une rotation définie
par une paire non singuliere o € R2.

1.2. Récurrence de (S,p) pour ¢ : T? — R?% Récurrence pour ¢ : T? — R?

Pour simplifier les notations, nous traiterons le cas de fonctions définies sur T2. Le cas
de T” pour p > 2 serait analogue.

Rappelons la notation |u|y := max(|ul,1), pour v € R. Si £;,¢, : R* — R sont
deux formes linéaires indépendantes, pour h € R? on pose R(h) = Ry (h) =
|01 (h)|+|€2(h)|+ et on définit pour s > 1 :

W(ly, 0o, 8) .= {a € R*: R(h)*||h.af| <1 pour une infinité de h € Z*}.

Definition 1.5. On note G la classe des fonctions centrées f : T?> — R telles qu’il
eziste une partition finie de [0,11* en triangles A; telle que f admette des dérivées

partielles f, s Jye

Theorem 1.6 (1.6). Soit @ = (¢',...,0%) : T2 - R? avec o' € G, i =1,....d. Alors

continues et bornées sur l'intérieur de chaque A;.

1) dimp{a = (o, ) € R? : (T, ®) nlest pas récurrent} <2 — A=
2) (T,, ) est récurrent si v est un couple totalement irrationnel de nombres algébriques.

Remarque : La classe G contient notamment les fonctions p® := 1o — u(A), olt 14 est
'indicateur d’un polygoneA dans le tore T2.

2. Ergodicité de (T,,¢) pour ¢ € F;

2.1. Conditions diophantiennes. Conditions diophantiennes pour ’ergodicité

Definition 2.1. F, est la classe des fonctions centrées ¢ = (¢!, 9?) : T? — R? telles
que pour deuz ensembles finis Jy, Jo dépendant de ¢ : J; = {By =0 < B <

L < BL =1}, = 1,2, ¢ est C' sur les éléments de la partition P = P, de
[0,1] x [0, 1] en rectangles ouverts Pjj =18, B[ x 182,851 7 = 0,..,m — 1,5 =
0, ey o — 1.

De plus, nous supposons que les dérivées partielles de ¢*, i = 1,2, peuvent étre pro-
longées en fonctions continues sur l’adhérence des éléments de P,.

Nous associons a la fonction ¢ = (', ¢?) € F, les quantités suivantes :

ol ol
= dz, Ao dz, i=1,2.
/1r2 Oy “ 2 /1r2 01y T 1=
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Par unique ergodicité de la rotation et puisque g—fl et g—fz sont Riemann-intégrables,

on a uniformément pour x = (z1,z,) € T? :

(7) (') = hm—Z . 7, (T*(21,32)), 3§ = 1,2,

Hypothese (H) sur o et sur les discontinuités 3

(8) ﬁ; — ﬁ;, € Badz(«;), Vj,5 € {1,...,r;}, pouri=1,2.

En particulier, 0 € Badz(«;), autrement dit a4 et ay appartiennent a Bad.

On verra que

- étant donné «, avec o et o appartenant a Bad, I'ensemble des ( ji-, 7=1..,ryi=
1, 2) satisfaisant (8) a pour dimension de Hausdorff dans R™*"2 ry 4+ ry ;

- étant donné ( ;,j =1,...,r;,1 = 1,2), Pensemble des « tels que la condition (H)
soit vérifiée a une dimension de Hausdorff égale a 2.

Exemple Soit 71 < 7, € [1,2[. Considérons la fonction ¢., -, (21, x2) = {7121 {1222}
restreinte a [0, 1[x [0, 1[. Par un calcul élémentaire, on obtient

1 1 _
/ / Py1,72 d$1d$2 (90’71,72) = (571 -1+ T 1)(572 -1+ Vo 1)7

1 L+7h
2 o )

Notons ¢! := @, 1o — Py 7)s ©% = @11 — 3. La fonction @ := (p', p?) est dans Fo.

(§071 72) 7( s — 1+ ) /\2<9‘7V1N2) = 7a(

Les ensembles J; et Jy de la définition de Fy dans 2.1 sont :

Ji={B=0<pBl=y'<B=1} T={B=0<p =" <8 =1}

Si ay et ag appartiennent a ’ensemble Bad, la I'hypothese (H) est vérifiée si v; est
rationnel ou plus généralement si v; ' € Bady (), i = 1,2.

De plus, si 71 # 79 et V;;;W # 1, alors :

g4 +’Y2) £

1
>‘1(90V1,72))‘2((p1,1) - >‘2(9071,72))‘1(¢1,1) = 5(72 - ’71)(1 -
Y172

Pour tout n > 1, en écrivant les ensembles de nombres ({6; —lag},j € J;, 0 <l < n),
i = 1,2, comme un ensemble ordonné (7;73),5:1,“.4,%”, avec p;, = r;in, les atomes de
. -1 —(n—1
Pri=Py ATy P A... AT, VP,
sont les rectangles
11 2 2
9) RZ@/ :]’Yn,e, 7n7€+1[ X ]’Yn,z/: ’Yn,z'+1[-

Pour tout n > 1, les sommes ergodiques ¢, sont de classe C! sur les atomes Ry .
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Nous noterons 75;} la partition T3P7. Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemma 2.2 (2.2). Soit p = (p', ¢?) dans Fy. Six = (x1,13) et x+u = (z1+uy, Totus)
appartiennent au méme élément de la partition P, nous avons uniformément en x,
pour i =1,2 :

(@ + 1) = [, () + (A ()ur + Ao (9")u2) 1] = 0nosoo () |u] + 0uso(w)u] .

Proof. Par hypothese sur x et x + u, leurs images Tz et T*(z + u), pour 0 < k < n,
appartiennent au méme rectangle P;; pour certains j,j'. Pour i = 1,2, comme les
dérivées partielles de ¢’ peuvent étre prolongées en fonctions continues sur 'adhérence
de P; ;, par un développement de Taylor au premier ordre, on a uniformément en x :

PTE( + ) = [ (TE) + w1 5 (Tha) + un 5 (TE)] = 0o (1) ]
3x1 8x2
Il s’ensuit :
n—1 ng n—1 8@0’
Phlx +u) = [0l () +ur Y —(Tha) + u (T%z)] = 0uso(w)|u|n
61‘1 an
k=0 k=0
En utilisant (7), on obtient le résultat. O

Theorem 2.3 (2.3 ([Chevallier-Conze 2026])). Soit ¢ = (', p?) € Fy tel que :
M) (9”) = Aa(9h)Ma(¢?) # 0.

A) Soit o« = (aq,az) totalement irrationnel. Supposons (8) vérifiée par les disconti-
nuités de o', 2.

Si le cocycle (T, ) a valeurs dans R? engendré par ¢ = (o', ¢?*) au-dessus de la
rotation T, de T? est récurrent, alors il est ergodique.

B) Supposons que @' et ©* admettent des dérivées partielles continues et bornées du
second ordre a lintérieur de leur domaine de continuité.

Pour des discontinuités B; données, l'ensemble des o € R? tels que le cocycle (T, ¢)
soit ergodique est de dimension de Hausdorff 2.

FExemple algébrique : Si oy et as sont quadratiques, la récurrence découle du théoreme
1.6 2). Comme a; et ay appartiennent a Bad, on obtient I'ergodicité du cocycle défini
dans I'exemple 2.1. Ceci donne un exemple explicite de cocycle ergodique.

3. Nbres mal approchables et ensembles gagnants de W. Schmidt

Sur les nombres mal approchables
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Voyons comment les résultats de W. M. Schmidt [W. M. Schmidt 1966], combinés a
ceux de J. Tseng [Tseng 2009] ou de M. Einsiedler et J. Tseng [Einsiedler-Tseng 2011],
fournissent des informations sur les nombres “mal approchables”.

Attention: la terminologie et la notation utilisées dans cette section sont celles des “jeux
de Schmidt” : « est un nombre appartenant a |0, 1] et 6 est un nombre irrationnel.

Proposition 3.1 (3.1). Soit # € R un nombre irrationnel. Pour n > 1, soit B, C R"
Uensemble {8 = (b1, ..., Bn) € R™ tel que B; et B; — B; € Badz(0), pour tout 1 <1 <
j<nj.

Alors dimg B,, = n.

Proof. Nous utilisons les résultats suivants de W. M. Schmidt [W. M. Schmidt 1966]
concernant les sous-ensembles a-gagnants dans R :

i) Si X C R est a-gagnant pour un certain o €)0, 1], alors dimg X = 1.

it) L’image bi-lipschitzienne d’un sous-ensemble a-gagnant est a-gagnante.

ii1) Toute intersection finie ou dénombrable de sous-ensembles a-gagnants est a-gagnante.

Nous procédons par récurrence pour démontrer la proposition. On a B; = Badz(6)
qui est %—gagnant pour tout nombre irrationnel 6, d’apres un résultat de J. Tseng
[Tseng 2009] ; par conséquent, dimy B; = 1.

Supposons maintenant que B,, soit de dimension de Hausdorff n. Soit 5 = (f51,...,8,) €
B,,. Considérons l'ensemble : Ez = Badz(6) N (Badz(0) + 51) - - - N (Badz(6) + 5,).

Si Bui1 € Eg, alors fB,11 € Badz(0) et pour tout 1 < i <n, 8,41 — f; € Badz(0), de
sorte que (ﬁla s 75717 Bn—&-l) € Bn+1-

D’apres ii) et iii), Es est %—gagnant, ce qui implique que dimy Ez = 1.

D’apres le corollaire 7.12 de [Falconer 1997], il s’ensuit que dimy B, 11 = dimy B, +1 =
n+ 1.

Remarque : Si § € Bad, puisque 0 € Badz(f), la méme conclusion reste valable si la
condition 1 <17 < 7 < n est remplacée par 1 < 1,7 < n.

Proposition 3.2 (3.2). Soit 3,..., 3. € R. L'ensemble des 6 = (0;,0) € R? tels que

a) 1,601,0, sont linéairement indépendants sur Q,

b) 61 a des quotients partiels bornés (c.-a-d., 1 € Bad),

c¢) Les différences 5; — By, 3, 7" € {1,...,r}, appartiennent a Badz(6,),

est gagnant et a donc une dimension de Hausdorff de 2.

Proof. D’apres un résultat de M. Einsiedler et J. Tseng ([Einsiedler-Tseng 2011, The-
orem 1.1]), étant donné 5 € R, l'ensemble des #; € R tels que 5 € Bady(6;) est
a-gagnant, pour un certain parametre de gain o > 0 indépendant de .
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D’apres iii), il s’ensuit que 1’ensemble

E(Bl)"'aﬂ?”) = {91 eR: Bj —ﬁj/ c Badz(b’l),j,j’ < {1,...,’/’1}}

est gagnant, ce qui implique que E(fi,...,05,) X R est gagnant en tant que sous-
ensemble de R?. Puisque les ensembles des (1, 65) tels que a) et b) soient vérifiés sont
gagnants, ceci termine la démonstration. 0

Corollary 3.3 (3.3). Soit f1,...5},0%,...B:, € R.

L’ensemble des éléments 0 = (01, 05) € R? tels que :

a) 1,601,0, sont linéairement indépendants sur Q,

b) 0;,05 ont des quotients partiels bornés (c.-a-d., 6; € Bad),

c) les différences B — B, j, 5" € {1,...,7:}, appartiennent & Badz(6;), i = 1,2, est

gagnant et a donc une dimension de Hausdorff de 2.

4. Annexe: démonstrations

4.1. Démonstration du théoréeme de récurrence. Annexe

La preuve du théoreme repose sur les résultats suivants:

Lemma 4.1 (4.5). Soient {1,0y : R? — R deuz formes linéaires indépendantes. Soit
s> 1 et soit « & W(ly, 0y, s) totalement irrationnel. Alors,

Z 0 Hh - < 00, Vt €]1,2/s].

hez?

Proposition 4.2 (4.2). Soient l1,ls : R? — R deux formes linéaires indépendantes
Notons R(h) = Ry, 4,(h) := [€1(h)| |la(h)|s pour h € R?. Soit 1 <t < 2. Alors
1 3t+2

dimp{a € R*: Z —_— =

o} < < 2.
2
= R(h)2||h.c|t t+2

Proposition 4.3 (4.3). Si ¢ € G, il eziste une constante C' et 2m formes linéaires

07,05, R* — R telles que (5, | et (5 sont linéairement indépendantes, pour
k=1,...,m, et telles que les coefficients de Fourier de ¢ satisfont
(10) len(@)] < C ,Vn € Z2.

; T

A; Preuve des propositions

Pour la proposition 4.2, deux lemmes sont nécessaires.
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Le premier découle directement du lemme de Hausdorff-Cantelli (voir [4]). Le second
lemme est adapté de Niederreiter [Niederreiter 1972].

Lemma 4.4 (4.4). Soient l,ls : R* — R deux formes linéaires indépendantes et soit
3
s> 1. Alors, dimg W ({y,03,s) < i s

Proof. Etant donné h = (hy, hy) € Z2, I'ensemble L(h) = {x € T? : h.x € Z} est une
union de pgcd(hy, hy) tores unidimensionnels.

La longueur totale de L(h) est la norme euclidienne |h| de h.

L’ensemble V (s, h) := {z € T? : R(h)*||h.z|| < 1} est inclus dans une bande autour de

L(h) de largeur et peut étre recouvert par n(h) = |h|*R(h)* boules de rayon

|h|R(R)*

") = TRGy

D’apres le lemme de Hausdorff-Cantelli, pour ¢t > 0, si
> n(h)r(h) =4 " |h* T R(h) T < oo,
heZ2 heZ2

alors la dimension de Hausdorff de W (01, (s, s) est < t.

Pour 0 < t < 2, en utilisant I’équivalence des normes, on obtient :

> PR < O ez ([a(B)] + [2(R)])* " R(h)*

heZ2

= C Ypeze (1M + 12(r)])> ([ (R)] o) ).

Il suffit donc de majorer la série

S 160 ()| (R)] )00, pour i = 1,2.
heZ?2

L’ensemble A = {(¢1(h),lo(h)) : h € Z?} est un treillis de R?.

Soit P ={z € R*: -1 <&, < 1,i=1,2}. Puisque pour tout z € R?, Card A N (z +
P) < ' pour une certaine constante C’, on a pour 1 <t < 2:

Ponezz [P () l2(h)[4)* 70 = 32, cpyenvgoy 121/ (1] |2l )0

(1-t)

= Z(n1,n2)€ZQ Z(ml,zg)e(A\{O})ﬂ((nl,ng)JrP ’-751| oy ]yl2al1)®

_ s(1— 2tslt s(1—t
<O ez (1] )2 (I ol )00 = OS2 I 00 S e,

Le produit des deux séries est fini lorsque s(1 —¢) < —let 2 —¢t+ s(1 —¢) < —1.

Comme s > 1, ces conditions sont satisfaites lorsque 2 > ¢ > max(1£2, 3£2) — 342,
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La conclusion est la méme pour ¢ = 2. 0

Lemma 4.5 (4.5). Soient (1,05 : R?* — R deuz formes linéaires indépendantes. Soit
s> 1 et soit « € W(ly, 0o, s) totalement irrationnel. Alors,

1
_— tell,2/s].
g RUhalf < 00, Vt €]1,2/s]
hez?

Proof. Puisque «a est totalement irrationnel et puisque Ry, ¢, (h)*||h.af < 1 n’admet
qu’'un nombre fini de solutions h € Z? pour a € W ({1, /s, s), il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout h € Z2, R(h)*||h.c| > c.

Estimons la somme E
heZ2:6;(h)|4+<ni,i=1,2

ol pour n = (ny,ny) € Z*, ny,ny > 1.

Remarquons que [||z]| — [|y[|| = min(||z — y|, [l + y[|) pour tous =,y € R (on [ju] =
inf |u — n|, pour u € R). Pour tout couple (h,h') tel que h # h' et que h, h’ sont dans
le domaine de sommation, on a |¢;(h + h')|; < |€;(h)|+ + [€:;(W)]+ < 2n;. 11 s’ensuit :

Aol = [[Waf]] = min(||(h = 1).all,[[(h+h).a)
> cmin(R(h — B)~%, R(h + 1)) >

c

(2711) (277,2)5 .

Par conséquent, en posant § = chaque intervalle [kd, (k+1)0[, k=1,...,[1/d]

4 ngng’
contient au plus un point ||hall avec h appartenant au domaine de sommation.
c

c
>
R(h)* — ninj

On a également ||h.alf| > pour h appartenant au domaine de sommation.

Puisque t > 1, on a :

1 1 1
— < < (C—.
2. halt = ; oyt = O

En utilisant 1'inégalité :

Z 1 > c/ B C,
h)|4,i=1,2 ning ~ [0(h)[3|6(h)13 R(h)?

(n1,m2)m;>€;(

satisfaite pour une certaine constante ¢’ > 0, on obtient :

1
> Foal <O o T,

n
heZi he Z2 ("17n2)1ni2|fz‘(h)|+»i:172
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Ensuite, en permutant I'ordre de sommation, on obtient

1 c .
Z R(h)QHhaHt - Z (n1,n2)€EN2 nJ n5 ZhEZ2 [€;(h)|+<n;,i=1,2 h.a|t

hezZ?
! 1 1 ! 1
S O Z(nl,HQ)ENg ngl’ng(s_t S C Z(nl,ng)ENZ n?_wng_w.

La derniere série converge si 3 —ts > 1, c’est-a-dire si t < 2/s. U

Démonstration de la proposition 4.2

Soit 1 <t < 2et s € (1,2/t). Dapres le lemme 4.4, la dimension de Hausdorff de
3 1
I'ensemble W (ly, (s, s) est < 1—I§ D’apres le lemme 4.5, si heEZQ W = o0,

avec 1 <t < 2/s, alors a € W (ly, /5, s). Par conséquent, on a :

. 1 . 345 3421t
d RZ:S. — —  _— ool < inf _ ,
im{o € gz: RO el = o S 0 TS T 1o

Démonstration de la proposition 4.3 (Majoration des coefficients de Fourier)

D’apres la définition de G, il suffit de démontrer (10) lorsque la fonction f est sup-
portée par un triangle A tel que f admette des dérivées partielles continues et bornées

> fus Jows fags foe sUr intérieur de A. En utilisant des translations, des symétries au-
tour de I’axe vertical et en coupant le triangle selon une droite verticale passant par 'un
de ses sommets, on peut le réduire aux triangles A = A(a, b, ¢) ou (0,0), (a, b), (0, ¢) sont
les sommets de A et a, b, ¢ sont des nombres réels tels que 0 < a,c < letc—1<b< 1.

Nous sommes donc ramenés a montrer la proposition suivante :

Proposition 4.6 (4.6). Soit f une fonction a support dans A(a, b, c), ayant des dérivées
partielles fr, f1, frws fays ;/x continues et bm’nées sur lintérieur de A(a, b, c). Alors ses
coefficients de Foumer cs(s,t) fo fo e 2mis2 ) dady satisfont, pour une con-

stante finie K,
1 1 1

ler(s,t)] < K + +
f s ot v asls T — ot v asls

),‘v’s,tEZ.

Proof. On a

cr(s, 1) :/0 Ii(x) e ?™ dx, avec I;(x) :/ ’ F(z,y) e 2 gy

E$
a

Pour ¢ # 0, 'intégration par parties donne :

L 1A4@) - Bia) - Cua)].

Ii(w) = — 2mit
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ou :
b— e
Az) = flo, "= a4 c)e 2o,
b | = |
Bt<x) = f(:lj', ax) ef2mt§:t’ C’t(m) _ / f;(:c,y) e 2mity dy.
gﬂ?

Sit(b—c)+sa#0, alors :
foa At(x)e—%rism dr = e2mite an z, b;cx + C) —2mi(t(2=2)+s)w de

= m [f(a,b)e —2mi(th+sa) _ £(0, ¢) e~2mite

em2mite [(f1(z, Yl 4 ¢) + O 1 (2, oty 4 ) e 2T ),
Sitb+ sa # 0, alors
| Bt - i fa k) k49
0

“settrraay Lf (a, e 2t — f(O 0)
— Jo (folw, L) + L f1(, ba)) e 2mEE 2 g,
Si s #£ 0, alors
/a Cy(x)e ™ dx = I f f’ (z,y) e 2™ dy) e =25 g,
0 - —2ms fo f3(0y)e — dy
Iy LS Syl ) e dy) e da)
Le dernier intégrande ci-dessus est uniformément borné par rapport a ¢, s d’apres :
ﬁ(f;?“cfé(m’y) “EY dy) = f (1, a4 o) e —2mit(25e

—E (e, ba) e 4 2 () e dy,

)

Le calcul précédent montre que, pour une constante finie K, si [t| > 1, |t(b—c)+sa| > 1,
|tb + sa| > 1 et |s| > 1, alors

K n K n K
[t t(b—c) +sal+  [tl4[tb+saly  [t]4]s]+

Sit # 0, puisque Les intégrales suivantes :

|/ At(l')e*QTrisx dgj” ’/ Bt(x)e*Qﬂ'iSI dl’|, |/ Ct($)6727risx dx\

sont bornées par une constante ne dépendant que de f.

’Cf<87 t)l <
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L’inégalité ci-dessus est vérifiée de méme lorsque [t(b — ¢) + sa| < 1, [tb+ sa| < 1 ou
ls| < 1.

De méme, si t =0 et s # 0, alors |cs(s,0)] < ﬁ, pour une constante K.

4.7. Démonstration du théoréme de récurrence 1.6

1) Avec ¢ = ;, soient (7,..., (5 les formes linéaires données par la proposition 4.3.
Soit 0 < t < 2. Si a n’appartient pas a I’ensemble

1
El:={acR?: =00 ,,
7 ZZ )|+ 165 (R) |4 )2 | ]|

alors par (10)

| 2 - 1 o 1
> i Ht NN RACIRALT

heZ?2 hez? k=1

1
= mZZ DIRGAGISE

Puisque ¢ est centrée, on a
100 (- + ka)l3 = | Z 0 Lonezz Caltp) X (TR |3
— Shem (@) T AR < 5, ()P int(N, T
< Zhezz |cn () [P (N2 . a\|t/2) < N?- cheZZ ‘ﬁ'ﬁ aﬁf-

Il s’ensuit que, si 2—% <t<2etad U;‘i:1Efpi, alors || ZkN;ol B(.+ ka2 = O(N?t) =

o(N %), ce qui implique que le cocycle ((ID,W)n est récurrent d’apres le lemme 1.1.
Par conséquent, si o ¢ (,_ 2 1 UZ EL, (T, ®) est récurrent.
Enfin, d’apres la proposition 4.2,
. 342/t 3+2/(2—2) 1
d E.) f - =2 — :
my () UE) <, M Tt 1222 2d — 1

2—2<t<2 =1

2) Si « est algébrique, d’apres le théoreme de W. Schmidt [Théoreme 2][W. M. Schmidt 1970]
sur 'approximation simultanée des nombres algébriques par des rationnels, a & W (¢1, {5, s)
pour s = 1 4 ¢, pour tout € > 0. D’apres le lemme 4.5, ceci entraine :

Sl e
R halt = "T1e

hez?



EXTENSIONS DE SYSTEMES DYNAMIQUES IIT 15
et, comme précédemment, en prenant ¢ suffisamment petit, on obtient la récurrence en
toute dimension d d’apres le lemme 1.1. [l
4.2. Preuve de l’ergodicité de (7, ).

4.8. Preuve de l’ergodicité de (7,, ¢)

Dans la démonstration de l'ergodicité, nous utiliserons les lemmes suivants:

Lemma 4.9 ( [K. Schmidt 1977], Proposition 3.8). Si K C R? est un ensemble compact
tel que KNE(p) =0, il existe un ensemble B de mesure positive tel que u(BNT"BN
(¢ € K)) =0,Vn € Z.

Lemma 4.10. Sous l’hypothése (H), il existe deux constantes 0 < ¢ < ¢ telles que :
(11)

4.11 (A, Preuve du lemme 4.9).

/
1 1 ¢
S /yn,f—i—l - /yn,é S ﬁ7vn Z 1a l= 17 <oy P

Slo

L’hypothese implique 'existence, pour tout z € K, d’un sous-ensemble B, de mesure
positive dans X et d'un voisinage U, de lorigine tels que : ¢B:(z) € U, + z,Vn >
0,Vx € B,.

Pour tout z € K, soit V, un voisinage de l'origine tel que V, + V, C U,. Par compacité
de K, il existe un nombre fini de points z1, ..., 2y tels que K C Ule(VZi + z;).

Supposons que, pour r < £, nous ayons construit un sous-ensemble D,_; de mesure
positive tel que les valeurs du cocycle (%, ) n’appartiennent jamais a V;, + z;, pour
¢t =1,...,r—1. Nous allons construire D, C D,_; de mesure positive tel que les valeurs
de (¢, ) n’appartiennent jamais a V., + z,.

Par ergodicité de T, il existe k > 1 et D’ C D,_; de mesure positive tels que TFD' C
B, . D’apres le théoreme de Lusin, il existe un sous-ensemble D, de D’ de mesure
positive tel que ¢i(z) — vi(y) € V,.,Va,y € D,.

Pour k,n > 0, la relation de cocycle ¢, (x) = @p(x) + @n(T*2) — i (T"x) est vérifide.
Par conséquent, si z, Tz € D,, alors ¢p(T"x) — ¢p(z) € V.., d'ott ¢,(T*x) € V, +
Spn(a:)

Comme Tz, T**"z € B,_, de plus ¢,(T"*r) est une valeur du cocycle induit ©p.. et
donc € U, + z,.

Il s’ensuit que ¢, (r) € Vi, + 2, car sinon, o, (T*z) € V,, + V. + 2, C U, + 2,, ce qui
est contradictoire. Nous concluons que 7, ne prend jamais ses valeurs dans V,, + ;.
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De plus, puisque D, est un sous-ensemble de D,_y, les valeurs du cocycle induit (o7, )
sont incluses dans celles de (¢}, ), et n’appartiennent donc jamais a V., + z;, pour
i=1,..,r—1.

Par conséquent, D, possede la propriété souhaitée. Par récurrence sur r, il s’ensuit qu’il
existe un ensemble Dy tel que les valeurs de (¢}p,) n’appartiennent jamais a V., + z;,
pouri=1,.. /.

Comme K C Ut (VL +2;), les valeurs de (% ) n’appartiennent jamais & K et B := D,

0
satisfait I’énoncé du lemme. O

4.12 (Preuve du lemme 4.10).

D’apres (H), il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous j,j' € {1,...,7} et tous
ke{l,...,n}, ||kay — (ﬁjl — ﬁ]l,)H > £

Par conséquent, pour tout 1 < 7.7/ < r; et tout 0 < Kk, &/
By + K'ay modZ, alors ||3; + kay — (B + Kay)|| > min(£,0)
min;; [|3; — By|-

Pour le membre de droite de (11), il suffit de montrer que, pour tout entier positif ¢,
le plus grand écart dans T'\ {0, ..., qa;} est au plus % pour une certaine constante ¢’

Premierement, avec j = j', on obtient que ||na;|| > £, pour tout n > 1.

Ensuite, soit (2—") >0 la suite des convergents de «;. Puisque pour tout n € N,

119001 —Pul = Guiillgaen || < Let gullgnan]| > ¢, ona: 252 < Let [k22—kay| < -
pour tout 0 < k < g,.

Cela implique que I'écart maximal dans T\ {0, ..., g,a1} est au plus égal & qin + qfﬂ <
q%. Par conséquent, pour tout ¢, < ¢ < ¢ny1, 'écart maximal dans T* \ {0,. .., qay}
est au plus égal a % < c%. O

4.13. Preuve du théoréeme 2.3

A) D’apres le lemme 4.10, 'hypothese (H) implique 'existence de deux constantes
positives ¢ et ¢ telles que :

/

(12) <A = <SS 0=1,. | n, i = 1,2,
’ ’ n

Slo

Pour z € [0,1] x [0,1] \ U, OP%, notons R, (z) 'élément de la partition P} contenant
. et R,(x) Pélément de la partition 75$ contenant x.

Soient x = (z1,x5) et u = (uy,uz) tels que = et x + u appartiennent au méme élément
de la partition Pj.
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1 1
On pose M = (iigggg iigg% ) et ut = <Z;) Puisque |u| = O(%) d’apres le

lemme 2.2 et (12), pour tout € > 0, il existe un entier N! ne dépendant que de ¢ et €
tel que :

(13) |on (2 + 1) — [pn(x) + nMu']| < e, pour n > n,.

Par conséquent, pour n > N,

(14) |on(z +u) — nMu'| < £ + |pn(z)|-

Rappelons que ¢ et ¢ sont définies dans (12). La matrice M est inversible d’apres
I’hypothese du théoreme.

Pour ¢y = %c, I'image par M du carré @ = [0, ¢y] % [0, ¢o] est un parallélogramme L
dont un sommet est a l’origine.

Supposons que E(p) # R?. D’apres la forme des sous-groupes fermés de R? il existe
une boule ouverte U de rayon 7 > 0 dans R?, dont 'adhérence, le compact K = U, est
contenue dans Ly et est disjointe de E(y).

Pour une constante ¢; > 0, on a A(U) > ¢;\(Ly). Soit Uy C U la boule de rayon r — 2¢
de méme centre que U. On choisit ¢ suffisamment petit pour que A(Up) > 2¢1A(Lo) et
1 co\2

561(7) > 2¢.

Pour conclure la démonstration du théoreme par ’absurde il suffit de montrer que K
contient une valeur essentielle de .

Supposons que, au contraire, K N E(p) = . D’apres le lemme 4.9, il existe B € B tel
que u(B) >0 et
(15) wW(BNT™"BN(p, € K))=0,Vn€Z

Par le théoreme de densité de Lebesgue appliqué a pour B, on obtient :

Pour tout € > 0, il existe N2 > 1 et un ensemble de mesure positive B. C B tels que :

(16) wW(BNT"BNR,(u) > (1—2e)u(R,(u)),Yu € B.NT "B.,¥n > N2.

La récurrence de (y,) implique qu’il existe une infinité d’entiers n > N2 tels que :
(17) W(B- AT B 1 (jgal < £)) > 0.

Par conséquent, on peut choisir n > sup(N2, N?) et 2% € T? tels que |p,(2°)] < € et
2% € B.NT "B, ce qui implique, d’apres (16) :

(18) w(BNT BN R,(z°)) > (1 — 2e)u( R, (2%)).

On peut supposer que z°, appartenant a R,(z°), est 'un des sommets d’un carré
p pp q pp

Qn C Ryp(2°) de coté € x <
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A un changement de signe prés de uy, us, on peut également supposer que x° est le
coin inférieur gauche.

D’apres la définition de £y donnée au début de la démonstration, nM(Q,, — z°)
Lo et la mesure de Vouvert W = (nM)'Uy + 2° vérifie pu(W) = M(Qn)iggg
501(2)°n(Ra(2?)) (voir (12)).

Rappelons que ¢ est tel que %01(2—9)2 —2e > 0.

AV

Il est clair que W C Q,, C R, (2"). De plus, puisque |, (2")| < €, d’apres (14), on a :

W={r:nM(x—2°) €U} C {z:d(p.(x),Up) < 2¢}
C {x:pu(z)eU} C{x:pu(r) € K}.

Observons que pour trois ensembles Ey, Es, E3,

En utilisant (18), il s’ensuit, avec By = BNT "B, Ey = R,(2°), B3 =W :

wW(BNT"BNR, ()N {z:pn(x) € K}) > pu(BNT "BNR,(2°) N W)

> (1= 22) p(Ra(a") = pu(Bo(2)) + p(Bo(a) (1Y)
> (5en( D)~ 22) w(Ru(a) > 0.

Ceci contredit (15) et conclut la démonstration de A).

B) Si (!, p?) appartient & F, et satisfait également 1’hypothese de B), alors ¢! et ¢?
appartiennent a G (cf. Définition 1.5).

D’apres le théoreme 1.6, ensemble des o € R? tels que le cocycle (¢,) ne soit pas
récurrent a une dimension de Hausdorff <2 —1/3.

Soit B son complémentaire (c’est-a-dire I’ensemble des « tels que (®,,) soit récurrent).
Etant donné les discontinuités J3;, I'ensemble A des « tel que la condition (8) de (H) soit
satisfaite a une dimension de Hausdorff de 2 d’apres le corollaire 3.3. Par conséquent,
la dimension de Hausdorff' de AN B est égale a 2.

D’apres A), ensemble des o € R? tels que le cocycle (¢,,) soit ergodique a une dimen-
sion de Hausdorff de 2. U

!Pour les ensembles A et B, on a : 2 = dimyg A < max(dimg(A N B),dimy(A N B¢)) <
max(dimg (AN B),dimgy(B°)) < max(dimg (AN B),2 —1/3); Par conséquent, dimgy (AN B) = 2.
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