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Sur la récurrence
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Une condition suffisante pour la récurrence

La question de la récurrence d'un cocycle a valeurs dans R?, d > 1, est naturelle et
joue un rdle clé dans la démonstration de I'ergodicité.

Considérons d'abord le cas général d'un cocycle (¢n) engendré par une fonction

@: M —R9 d>1, sur un systéme dynamique ergodique (M, i, T).

Si d =1 et si ¢ est intégrable, une condition nécessaire et suffisante pour la
récurrence de (p5) est [y, o du = 0. (cf. [Atkinson1976]) Pour d > 2, la question de
la récurrence est plus complexe, mais il est parfois possible de la déduire du taux de
croissance du cocycle (¢n).

Le lemme général suivant fournit une condition suffisante simple de récurrence (cf.
[Chevallier-Conze 2009]).

Soit (¢n) un cocycle sur un systéme dynamique (X, B, u, T) a valeurs dans R9. S'il
existe une suite strictement croissante d’entiers (kn) et une suite de nombres réels
(nn > 0) telles que :

m_ (% [(Sky#)(x)] > mn) = 0 et 1 = o(n*/), (1)

li
n—+
alors le cocycle est récurrent.

En particulier, si ¢ € L2(u) et ||¢nll2 = o(n%), le cocycle est récurrent.

.
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Cocycles sur les rotations unidimensionnelles
Soit C la classe des fonctions réelles centrées a variation bornée (VB) sur T.

Elle contient les fonctions en escalier centrées avec un nombre fini de discontinuités.
Si ¢ appartient a C, ses coefficients de Fourier ¢,(¢) satisfont :

()
p

c(p) = ,Vr#0, avec K(p) = s;g [+ ()] < +oo. (2)

Pour ¢ € C muni de la variation V/(¢), pour une rotation T, sur T et un
dénominateur g quelconque de «, la somme ergodique ¢4 sur T, satisfait :

q—1
lleglloo = sup | Y f(x+ja)| < V(p) (inégalité de Koksma). (3)
Jj=0

Dans le cadre L2, on a : Si ¢ centré dans L?(T) satisfait (2), alors ||¢gll2 < 27 K().

En effet, pour ¢(x) := {x} — % on a |[Ygll2 < ||Ygllee < V(¢) =1, d'aprés (3); Par
conséquent, pour ¢ :

|'y (p)\ sm7rqra 1 1 sinmgra 5.1

leallz = Q- = ——1)z <K(@) (D 5 I=——I%)>2
sinwra r2  sinmra

r#0 r#0

27 K () lallz < 27 K ().
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Pour tout s > 1, presque tout a vérifie pour une constante finie A = A(c, s):

an < An®,Yn> 1. (4)

Pour ¢ € C, d’aprés (3), on obtient une borne sur la croissance de la somme ergodique
©n pour presque tout « :

Proposition (1.3)

Soit ¢ une fonction BV centrée sur T. Si la condition (4) est satisfaite pour un certain
s > 0 (condition vérifiée pour presque tout «), il existe une constante Ks > 0 telle que

lenlloc < Ks(log n)***, Vn > 2. (5)

Lorsque « est de type 1, pour tout € > 0, il existe une constante K(e) > 0 telle que :

lenlloo < K(e) n®, Vn > 1. (6)

V.

Preuve Soit (qx) le dénominateur de a. Pour n > 1, soit m = m(n) I'entier tel que
ne [qm(n)v qm(n)+1[-

Comme la croissance de la suite (gn) est au moins exponentielle, on a

m(n) = O(logn). Or, (5) et (6) découlent aisément de I'inégalité de Koksma et de la
a-représentation d'Ostrowski des entiers (cf. [Ostrowski 1922]) qui s'écrit :

m
si N < gm+1, n:Zbqu, avec0< bg < a1 —1, 0< by < apqq pourl <k <m L[]
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Exemples de cocycles récurrents sur les rotations en dimension > 1

Exemples

Pour les cocycles sur les rotations unidimensionnelles, (3) peut étre utilisé pour les
cocycles a valeurs dans R?, d > 1.

Lorsque la dimension p est > 1, une estimation du taux de croissance de ||¢n|| peut
étre obtenue dans certains cas par |'analyse de Fourier sous une hypothése sur a.

Exemple 1. (Cas p = 1) Si le cocycle (¢n) a valeurs dans RY est engendré au-dessus
d'une rotation unidimensionnelle par ¢ centrée avec des composantes BV (ou, plus
généralement, satisfaisant (2)), alors il est récurrent pour toute rotation ergodique et
tout d > 1 d’aprés I'inégalité de Koksma.

Exemple 2. (Cas produit) Soit ¢ = (¢, ..., ¢9) telle que ¢/, pour tout j, soit une
fonction BV centrée de la variable unidimensionnelle x; € T.

Dans cet exemple, I'application cylindrique sur T? X R? : (x,z) — (x + o, z + p(x))
est le produit des applications cylindriques sur T x R : (x;,2;) — (X + aj, zi + ¢’ (x;)).
La récurrence découle alors immédiatement, pour une large classe de rotations, du
lemme 1.1 et de la proposition 1.3 :

Proposition (1.4)

Si les composantes ¢/ appartiennent a la classe C (ou, plus généralement, satisfont
(2)), pour o = (a1, ..., @0p), avec chaque «; de type 1, le cocycle est récurrent.

Presque tout o étant de type 1, la conclusion est valable pour presque tout a.
Cependant, cf. ci-dessous, pour ¢ dont les composantes appartiennent a C, la
récurrence peut ne pas étre vérifiée en dimension > 2 pour certains choix de a.
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Exemples de cocycles récurrents sur les rotations en dimension > 1

Exemple 3. Cocycles transients sur une rotation bidimensionnelle

Dans [Yo80], J.-C. Yoccoz a construit un cocycle transient centré défini par une

fonction analytique sur une rotation bidimensionnelle particuliére.

Le cocycle centré suivant est un autre exemple de cocycle transient (cf.

[Chevallier-Conze 2009, Théoréme 4.1]) : Soit ¢ : T2 — R? la fonction :

o(x) = (P (x1), ¥2(x2)), avec pl = p? = Lo ({}) - % Il existe une rotation
’5

ergodique dans T2, x = x4+ o, a = (a1, a2), telle que :

n—1 n—1
|Z¢1(X1+ka1)|+| Zapz(X2+ka2)| "2E8° 4 oo, pour presque tout (xi,x2) € T2.
k=0 k=0

Question : Rappelons qu'une paire o € R? est singuliére si :

Ve >0,3Q > 1,Vk > Q,3n < k, d(na, Z2) < ek—1/2,

Les paires singuliéres, et plus généralement les vecteurs singuliers, ont été définis par
Khintchine, qui a démontré que I'ensemble des vecteurs singuliers est de mesure de
Lebesgue nulle.

Y. Cheung [Cheung 2011] a montré que |'ensemble des paires singuliéres a une
dimension de Hausdorff de 4/3, et est donc relativement petit.

Dans les exemples précédents de cocycles transients, la rotation T, sur T2 s’avére étre
associée a une paire singuliére a.

Une question naturelle est de construire un cocycle transient sur une rotation définie
par une paire non singuliére a € R2.
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Récurrence de (Sp¢) pour ¢ : T2 s RY
Récurrence pour ¢ : T2 — R?
Pour simplifier les notations, nous traiterons le cas de fonctions définies sur T2. Le cas
de T? pour p > 2 serait analogue.
Rappelons la notation |u|+ := max(|u|,1), pour u € R. Si £1,£> : R2 > R sont deux
formes linéaires indépendantes, pour h € R?, on pose
R(h) = Ry 0, (h) = |€1(h)|+|€2(h)|+ et on définit pour s > 1 :

W(l1,42,5) := {a € R2: R(h)*||h.a]| < 1 pour une infinité de h € Z2}.

Definition

On note G la classe des fonctions centrées f : T?> — R telles qu'il existe une partition
finie de [0, 1[2 en triangles A; telle que f admette des dérivées partielles £/, LN
continues et bornées sur I'intérieur de chaque A;.

Théoréme (1.5)

Soit ® = (¢t,...,09) : T2 - RY avec o' € G, i=1,...,d. Alors :

1) dimy{a = (a1, a2) € R? : (T4, P) n'est pas récurrent} < 2 — Tl_l;

2) (Tw, ) est récurrent si « est un couple totalement irrationnel de nombres
algébriques.

Remarque : La classe G contient notamment les fonctions ¢® := 15 — u(A), ou 1a
est I'indicateur d'un polygoneA dans le tore T2.
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Conditions diophantiennes
Conditions diophantiennes pour I'ergodicité

Definition

F> est la classe des fonctions centrées ¢ = (o1, ¢?) : T2 s R? telles que, pour deux
ensembles finis J1, J» dépendant de ¢ :
Ji={Bi=0<Bi<..< B;'ﬁl < Bﬁl_ =1}, i=1,2, p est C sur les éléments de la
partition P = P¢ de [0,1] x [0, 1] en rectangles ouverts P; i/ =]6%,

1[><],B,, +1[1—0 ,n—1,7=0,..,n—1
De plus, nous supposons que les dérivées partielles de @', i = 1,2, peuvent &tre
prolongées en fonctions continues sur I'adhérence des éléments de P, .

y
Nous associons a la fonction ¢ = (¢!, p?) € F> les quantités suivantes :
i Op i g’ .
A1(e") :—/ , A2(p') ::/ L4 dx, i =1,2.

T2 OX1 T2 OX2
Par unique ergodicité de la rotation et puisque a—xl et d“" sont Riemann-intégrables,
on a uniformément pour x = (x1,x2) € T? :

; 1 = 9
. N =i —_ k [ ] =
AJ(SO ) ||[r1n n Z Ix: (T (X17X2))7 1) 172 (7)

k=0 Xj
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Conditions diophantiennes

Hypothése (H) sur o et sur les discontinuités ,Bj’f
B} — Bj, € Badg(a;), Vj,j’ € {L,...,r;}, pouri=1,2. (8)

En particulier, 0 € Bady(«;), autrement dit a1 et a appartiennent a Bad.

On verra que

- étant donné «, avec aj et ap appartenant a Bad, I'ensemble des

( jf, Jj=1,..,r,i=1,2) satisfaisant (8) a pour dimension de Hausdorff dans R"1""2
n+r; )

- étant donné (ﬁj’.,j =1,...,r,i =1,2), 'ensemble des « tels que la condition (H)
soit vérifiée a une dimension de Hausdorff égale a 2.

Exemple Soit 71 < 72 € [1,2[. Considérons la fonction
P12 (X1, x2) = {y1x1 }{y2x2} restreinte & [0, 1[x [0, 1[. Par un calcul élémentaire, on
obtient

1 1 1 B 1 B
L[ e dade = nenm) = Gn-1+2)Gn -1+,

1 _ 1 _
AL(Pr1,72) = 71(5’72 —1+4+7 1): A2($r1,72) = ’YZ(E’YI -1+ b.

Notons ¢! := ¢y ,v2 = k(Py1,72) #2 = p1,1 — - La fonction & = (', p?) est
dans F>.
Les ensembles J; et J> de la définition de F» dans 2 sont :

h={B=0<pfl=m"<B=1} h={F=0<pl=2' <=1}
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Conditions diophantiennes

Si a1 et ap appartiennent a I'ensemble Bad, la I'hypothése (H) est vérifiée si ; est
rationnel ou plus généralement si 'y,-_l € Badz(«;), i =1,2.
De plus, si v1 # 72 et % #1, alors :

_’Y1+’Y2)

1
AL(Py1,92)A2(01,1) = A2(Pryar2) M1 (p1,1) = E(Wz -m)(1 o

Pour tout n > 1, en écrivant les ensembles de nombres ({BJ’ —Laj},j € J;, 0< L < n),

i = 1,2, comme un ensemble ordonné ('y;] 0)e=1,....p; »» AVEC pPj n = rin, les atomes de
, ;

— -1 —(n—1)
Pg i =Po ATy Pp .o A Tq Py
sont les rectangles
1.1 2 2
Rg,z/ :]Wn,ev%,ZH[ X ]’yn,l/7’yn,l’+1[' (9)

Pour tout n > 1, les sommes ergodiques ¢, sont de classe C! sur les atomes R} -
C,
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Conditions diophantiennes

Nous noterons P la partition TSP7. Nous utiliserons le lemme suivant :

Soit ¢ = (¢, ¢?) dans Fa. Si x = (x1,x2) et x4+ u = (x1 + u1, x2 + u2) appartiennent
au méme élément de la partition P2, nous avons uniformément en x, pour i = 1,2 :

Oh(x + u) = [ph(x) + (Al u1 + Xa(@)u2) n] = 0nso0(n)]ul + 0u—so(u)]ul n.

Preuve Par hypothése sur x et x + u, leurs images TXx et TX(x 4 u), pour 0 < k < n,
appartiennent au méme rectangle P; j; pour certains j,j’. Pour i=1,2, comme les
dérivées partielles de ¢’ peuvent &tre prolongées en fonctions continues sur |'adhérence
de P; jr, par un développement de Taylor au premier ordre, on a uniformément en x :

3 . 8 i 8 i
O (TEc+ 1) = [0/ (TEx) + ur S (Thx) + u2 S~ (TEX)] = ouso(u)|ul.
6X1 6)(2
Il s’ensuit :

n—1 i n—1 i

; ; a 1 a !
@hx 1) = [eh () + 1 3o ZE(Thx) 2 30 22 (Thx)] = ouso(u)ul n

k=0 71 k=0 92

En utilisant (7), on obtient le résultat. O
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Conditions diophantiennes

Théoréme (2.2 ([Chevallier-Conze 2026]))

Soit o = (1, ¢?) € F> tel que :

M(eh)A2(#%) = A2 ()M (9?) # 0.
A) Soit & = (a1, a2) totalement irrationnel. Supposons (8) vérifiée par les
discontinuités de ¢!, 2.

Si le cocycle (To, ) a valeurs dans R? engendré par ¢ = (!, p?) au-dessus de la
rotation T, de T2 est récurrent, alors il est ergodique.

B) Supposons que ¢! et ¢? admettent des dérivées partielles continues et bornées du
second ordre a l'intérieur de leur domaine de continuité.

Pour des discontinuités 3; données, |'ensemble des o € R? tels que le cocycle (Ta, ¢)
soit ergodique est de dimension de Hausdorff 2.

Exemple algébrique : Si a1 et ap sont quadratiques, la récurrence découle du théoréme
1.5 2). Comme a1 et az appartiennent a Bad, on obtient I'ergodicité du cocycle défini
dans I'exemple 10. Ceci donne un exemple explicite de cocycle ergodique.
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Sur les nombres mal approchables

Voyons comment les résultats de W. M. Schmidt [W. M. Schmidt 1966], combinés a
ceux de J. Tseng [Tseng 2009] ou de M. Einsiedler et J. Tseng [Einsiedler-Tseng 2011],
fournissent des informations sur les nombres “mal approchables’.

Attention: la terminologie et la notation utilisées dans cette section sont celles des

“jeux de Schmidt” : « est un nombre appartenant a ]0, 1[ et 6 est un nombre
irrationnel.

Proposition (3.1)

Soit 8 € R un nombre irrationnel. Pour n > 1, soit B, C R" I'ensemble
{8=(B1,-..,68n) € R" tel que B; et B; — B; € Bady(0), pour tout 1 </ < j < n}.
Alors dimy B, = n.

Preuve Nous utilisons les résultats suivants de W. M. Schmidt [W. M. Schmidt 1966]
concernant les sous-ensembles a-gagnants dans R :

i) Si X C R est a-gagnant pour un certain o €]0, 1], alors dimy X = 1.

ii) L'image bi-lipschitzienne d’un sous-ensemble a-gagnant est a-gagnante.

iii) Toute intersection finie ou dénombrable de sous-ensembles a-gagnants est
«-gagnante.

Nous procédons par récurrence pour démontrer la proposition. On a B1 = Bady(6) qui
est X-gagnant pour tout nombre irrationnel 6, d'aprés un résultat de J. Tseng
[Tseng 2009] ; par conséquent, dimy By = 1.
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Supposons maintenant que B, soit de dimension de Hausdorff n. Soit
B8=(B1,--.,Bn) € By. Considérons I'ensemble :

Eg = Badz(6) N (Badz(0) + B1) - - - N (Badz(0) + Bn).

Si Bny1 € Eg, alors Bn11 € Badz(0) et pour tout 1 < i < n, By11 — B € Badz(0), de
sorte que (B1,- .-, Bn, Bnt1) € Bnt1.

D'aprés ii) et iii), Eg est %—gagnant, ce qui implique que dimy Eg = 1.

D’aprés le corollaire 7.12 de [Falconer 1997], il s'ensuit que

dimH 8n+1 = dimH B,+1=n+1.

Remarque : Si @ € Bad, puisque 0 € Badz(6), la méme conclusion reste valable si la
condition 1 < j < j < n est remplacée par 1 < i,j < n.

Proposition (3.2)

Soit B1,...,B8r € R. L'ensemble des 6 = (61,62) € R? tels que :

a) 1,01, 6> sont linéairement indépendants sur Q,

b) 61 a des quotients partiels bornés (c.-a-d., 61 € Bad),

c) Les différences 8; — B/, j,j' € {1,...,r}, appartiennent a Badz(61),
est gagnant et a donc une dimension de Hausdorff de 2.
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Preuve D'aprés un résultat de M. Einsiedler et J. Tseng ([Einsiedler-Tseng 2011,
Theorem 1.1]), étant donné 3 € R, I'ensemble des 6; € R tels que 3 € Badyz(61) est
a-gagnant, pour un certain paramétre de gain « > 0 indépendant de .

D’aprés iii), il s'ensuit que I'ensemble
E(Bl, .. .,ﬁr) = {91 eR: ﬁj — ﬁj/ S Badz(el),j,jl S {1, ey rl}}

est gagnant, ce qui implique que E(B1,...,8r) X R est gagnant en tant que
sous-ensemble de R2. Puisque les ensembles des (1, 62) tels que a) et b) soient
vérifiés sont gagnants, ceci termine la démonstration. O

Corollaire (3.3)

Soit B1,...8%,B82,...82 €R.
L’ensemble des éléments 6 = (61,62) € R? tels que :

a) 1,01, 6> sont linéairement indépendants sur Q,

b) 0;, 6> ont des quotients partiels bornés (c.-a-d., 6; € Bad),

c) les différences 5} — ,BJ’:,, J,J' €{1,...,r}, appartiennent a Badz(0;), i = 1,2, est
gagnant et a donc une dimension de Hausdorff de 2.
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Démonstration du théoréme de récurrence

Annexe
La preuve du théoréme repose sur les résultats suivants:

Soient ¢1, %> : R2 — R deux formes linéaires indépendantes. Soit s > 1 et soit
o & W({l1, 02, s) totalement irrationnel. Alors,

1
E — < oo, Vt €]1,2/s].
Rt ~ o 7t L2/
hez2

Proposition (4.2)

Soient £1, %> : R2 — R deux formes linéaires indépendantes Notons
R(h) = Rey 05 (h) := [€1(h)|+|€2(h)|+ pour h € R?. Soit 1 < t < 2. Alors

1 t+2
—oo}§3+

L <2
R(h)2|[h.alf* t+2

dimp{a e R?: >~

hez2

Proposition (4.3)

Si ¢ € G, il existe une constante C et 2m formes linéaires Z‘f, . ,éfm :R2 — R telles
que ka_l et f;"k sont linéairement indépendantes, pour k = 1,..., m, et telles que les
coefficients de Fourier de ¢ satisfont

1
lenl2)] Z RO NCADI

Vn € Z2. (10)
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Démonstration du théoréme de récurrence

A1 Preuve des propositions
Pour la proposition 4.2, deux lemmes sont nécessaires.

Le premier découle directement du lemme de Hausdorff-Cantelli (voir [4]). Le second
lemme est adapté de Niederreiter [Niederreiter 1972].

Lemme (4.4)

Soient ¢1,¢> : R? — R deux formes linéaires indépendantes et soit s > 1. Alors,
3
dimy W(ly, a,5) < 22

Preuve Etant donné h = (h1, hy) € Z2, I'ensemble L(h) = {x € T2 : h.x € Z} est une
union de pgcd(hi, h2) tores unidimensionnels.

La longueur totale de L(h) est la norme euclidienne |h| de h.

L'ensemble V/(s, h) := {x € T? : R(h)®||h.x|| < 1} est inclus dans une bande autour de

1
L(h) de largeur THIR(A) et peut &tre recouvert par n(h) = |h|2R(h)® boules de rayon

4
r(h) = ——.
|hIR(h)
D’'aprés le lemme de Hausdorff-Cantelli, pour t > 0, si
> n(h)r(h)t =4 > [APTR(h)* < oo,

hez? hez2

alors la dimension de Hausdorff de W(¢1,/¢2,s) est < t.
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Démonstration du théoréme de récurrence

Pour 0 < t < 2, en utilisant I'équivalence des normes, on obtient :

D 1P ER(h) < C¥hezz (Ja(h)| + [L2(h) )2~ FR(h)*—*
hez2
= C ¥ pezz (lea ()] + [€2(m))>~F(Jea ()] + €2 (h) 4 ) 0.

Il suffit donc de majorer la série

ST (R PE(ea(h) £ 1€2(h)+)* 3, pour i =1,2.
hez2

L'ensemble A = {(¢1(h), £2(h)) : h € Z?} est un treillis de R2.

Soit P = {x € R?: —% < x < 2,1 =1,2}. Puisque pour tout x € R?,
card AN (x + P) < C’ pour une certaine constante C’, on a pour 1 < t < 2:

Shezz (WP (e (h) 4 12(h)]+) 0 = 30 yen oy a2 (bl el )50
= D () €22 2o (xa ) €N (O} N((ma ma)+P) X2 (x4 )0

— s(1— 2—t+s(1— s(1—
<O ez (Im1)2 = (Inl 2l )50 = € 5, o Im 3005 im0,

Le produit des deux séries est fini lorsque s(1 —t) < —let2—t+s(1l—1t) < —1.

Comme s > 1, ces conditions sont satisfaites lorsque 2 > t > max( ljs, ‘;’ii) = ‘Z’iz

La conclusion est la méme pour i = 2. ]
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Démonstration du théoréme de récurrence

Soient #1, %> : R2 — R deux formes linéaires indépendantes. Soit s > 1 et soit
o & W({l1, 02, s) totalement irrationnel. Alors,
1
————— < o0, Vt €]1,2/s].
2. RErRlhal s

hez2

Preuve Puisque « est totalement irrationnel et puisque Ry, ¢, (h)%||h.cf < 1 n’admet
qu’un nombre fini de solutions h € Z? pour o € W(¥1,£2,s), il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout h € Z2, R(h)*||h.af| > c.

1
Estimons la somme Z ﬁ, pour n = (n1, ) € 72, ny,n2 > 1.
heZZ:4;(h)|+ <n;,i=1,2 -l
Remarquons que |[x]| — [lyll] = min([lx — yll,||x + y]]) pour tous x, y € R (ot
||u]| = inf |u — n|, pour u € R). Pour tout couple (h, h") tel que h # h’ et que h, b’
sont dans le domaine de sommation, on a |¢;(h+ h')|+ < [4;(h)|+ + |€:(H)|+ < 2n;. I
s'ensuit :
llh.cll = [|A".cfl = min(||(h = h").cll, |(h+ h").cll)

) s IN—s ¢
> cmin(R(h—h")"%,R(h+ h') )ZW

Par conséquent, en posant § = < <, chaque intervalle [kd, (k + 1)J],

4s nin

1M

k=1,...,[1/&] contient au plus un point ||ha|| avec h appartenant au domaine de
sommation.
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c c
——— > —— pour h appartenant au domaine de
R(h): = g 70 PP

sommation. Puisque t > 1, 0on a:

On a également ||h.of| >

1 1 1
> lhalt = 2= (keye = S5t
h€Z2,|€;(h)|+<nj,i=1,2 """ k>1

En utilisant I'inégalité :
/ /

Z 1 > c <
(na,n2):n; > |4;(h)| 4, i=1,2 n%ng = Jea(h) i|€2(h)\i R(h)z,

satisfaite pour une certaine constante ¢’ > 0, on obtient :
1 1 1
- < - _—
Z R(h)2||h.oz||t - Z ||h Z 35,3
hez?2 hez2 ,N2):n; >
Ensuite, en permutant |'ordre de sommation, on obtient
T __ < cx iy 1
R(h)2|[h.al|t = o/ Z£u(m,n2)€ENT 1313 Zoh€Z2:|¢i(h)| 4 <n;,i=1,2 TTh.a][t
hez2 ’

! 1 1 ! 1
S C Xy 3z ot < O, m)enz 35 3w

La derniére série converge si 3 — ts > 1, c'est-a-dire si t < 2/s. [
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Démonstration de la proposition 4.2
Soit 1 <t<2etse€(1,2/t). D'aprés le lemme 4.4, la dimension de Hausdorff de

3 1
I'ensemble W ({1, ¢2,s) est < 1 iz D'aprés le lemme 4.5, si hgz:z W = 00,
avec 1 < t < 2/s, alors a € W({1,¥2,s). Par conséquent, on a :
. 1 34+s 342/t
d € R?: _— = < inf 2Tt
imi{e > ROEhalr = S T s T 1o

hez2

Démonstration de la proposition 4.3 (Majoration des coefficients de Fourier)

D’aprés la définition de G, il suffit de démontrer (10) lorsque la fonction f est
supportée par un triangle A tel que f admette des dérivées partielles continues et
bornées £/, f/, £, fx’)’,, f,. sur l'intérieur de A. En utilisant des translations, des
symétries autour de |'axe vertical et en coupant le triangle selon une droite verticale
passant par |'un de ses sommets, on peut le réduire aux triangles A = A(a, b, ¢) ol
(0,0),(a, b), (0, c) sont les sommets de A et a, b, c sont des nombres réels tels que
0<ac<letc—1<b<1. Noussommes donc ramenés & montrer la proposition

suivante :
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Proposition (4.6)

Soit f une fonction a support dans A(a, b, ¢), ayant des dérivées partielles

£, £y s fovs fays fyx continues et bornées sur I'intérieur de A(a, b, c). Alors ses

coefficients de Fourier cf(s,t) = fol fol f(x,y)e2mi(+t) dxdy satisfont, pour une
constante finie K,

1 1 1

o + , Vs, t € Z.
[tle|sl+  [tl+]bt +as|y  [t]+](b—c)t+ 35|+)

ler(s, )] < K (

Preuve On a
b—c

a X 3 x+c 3
cr(s, t) = / Ie(x) e 2™ dx, avec l(x) = /b f(x,y) e 2™ dy,
0 2x
Pour t # 0, l'intégration par parties donne :
1
e(x) = —— [Ae(x) = Bt(x) — Ce(x)],
ou
b—c —2mit( bfcx-%—c)
A(x) = f(x, x+c)e a ,
b b PoExte ;
Bi(x) = f(x,—x)e 2"3X Ci(x) = ﬁ f(x,y) e 2™ gy,
a Zx

a
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Si t(b—c)+sa#0, alors :
f; At(X)6727risx dx = 6727ritc fa f X b—c

= (; = [f(a b) —2m7i(tb+sa) _ f(O, C) e—2mitc

727ri(t(b;ac )+s)x dx

_e—2mitc foév'(fxl )+ = fy( X+c) _zﬂi(t(b;c)+s)x dx].

Si tb+ sa # 0, alors
2 I .
/o Bi(x)e 2™ dx = S Flx, Bx) e 2mile5 090 g
m [,r(a7 b)e—Zfrr(tb+sa) _ f(O, 0)
— [2(FL(x, 7X)+ bf/( )) e—2mi(t2+s)x dx].

Si s #0, alors

a i X c . .
/ Ct(X)ef27-r/sx dx = fo fb + f’(X,y) 6727r1ty dy) 6727rls>< dx

0

- —27715 fO y 0 y) 6*27\'11‘}/ dy

_ fo ;’X(fb X y) e—2mity dy) e—2misx dX].
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Le dernier intégrande ci-dessus est uniformément borné par rapport a t,s d'apres :

b—c . . b—
dlx(fé; Xx+c fy/(X,y) e—2mity dy) — b;c f;,/(X, b;CX + C) e—th( acX+C)
. b b—c .
— B0, B e 2T [, 7T ) e dy.
Le calcul précédent montre que, pour une constante finie K, si |t| > 1,
[t(b—c)+sal > 1, |tb+sal >1et|s| > 1, alors
K K K

ler(s, 1)) < + + .
ltl|t(b—c) +saly  |tl+|tb+saly  [t]+]s]+

Si t # 0, puisque Les intégrales suivantes :
a . a . a .
I/ At(x)6727rlsx dX‘, ‘/ Bt(X)ef27rlsx dX|, ‘/ Ct(X)ef27rlsx dX|
0 0 0
sont bornées par une constante ne dépendant que de f.

L'inégalité ci-dessus est vérifiée de méme lorsque |t(b — c) + sa| <1, |tb+ sa| <1 ou
ls| <1.

De méme, si t =0 et s # 0, alors |¢r(s,0)| < ‘Sﬁ:, pour une constante K.
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Démonstration du théoréme de récurrence 1.5 J

1) Avec ¢ = ¢;, soient Zf, ... ,Efm les formes linéaires données par la proposition 4.3.
Soit 0 < t < 2. Si « n'appartient pas a |'ensemble

1

El =0 aecR?: =00 p,
’ kz;heizzz Oy 1 (M) 165 (M) )2 .o
alors par (10)
len(e)]? 5 1 > 1
Ll S < C
hezzz 1A hezzz(z CAROIREADIN ) Thalt
< Cmy Y T < 00
i (1£5_1 (M) 1€5, (h)]+ )] h.c]

Puisque ¢ est centrée, on a
I8 @+ ka)l3 = [ 2350 Chezz cn(p)e? ™ hlrked) |2
= Yhezz (@) I SN G 2k 2 < T o fen() R inf(N, ki)

| 2

< hezz len(@) PN /2 ot )2 < NP0 S, e AN
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Il s’ensuit que, si 2 — % <t<l2eta¢ u;’zlE;i, alors

2
| 22’;01 (. + ka)||2 = O(N?27t) = o(Nd), ce qui implique que le cocycle (Pn,o)n est
récurrent d'aprés le lemme 1.1.

3 . d B}

Par conséquent, si a ¢ ﬂz—§<t<2 Uiz1 ES,v (Ta, @) est récurrent.
Enfin, d'aprés la proposition 4.2,

3+2/t73+2/(2f%)72 1

d
dimy EL) < in = =2- .
(2,Qt<2;:Ul ) 2-2<rc2 142/t 142/(2-2) 2d -1
d

2) Si « est algébrique, d'aprés le théoréme de W. Schmidt [Théoréme

2][W. M. Schmidt 1970] sur I'approximation simultanée des nombres algébriques par
des rationnels, a & W(¢1,¢2,s) pour s =1+ ¢, pour tout € > 0. D'apreés le lemme
4.5, ceci entraine :

1 2
< oo, Vt€]l, ——
t ! 1+€[

2 R(h)?|[h.o|

hez2

et, comme précédemment, en prenant e suffisamment petit, on obtient la récurrence
en toute dimension d d’aprés le lemme 1.1. O
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Preuve de I'ergodicité de (T., ¢)

M

Dans la démonstration de I'ergodicité, nous utiliserons les lemmes suivants:

Lemme ((4.3) [K. Schmidt 1977], Proposition 3.8)

Si K C RY est un ensemble compact tel que K N E(p) = 0, il existe un ensemble B de
mesure positive tel que (BN T~ "B N (pn € K)) =0,Vn € Z.

.

Lemme ((4.4))

Sous I'hypothése (H), il existe deux constantes 0 < ¢ < ¢’ telles que :

c c’
; S’Y,l,,(g_*_l*’}’,%’g < ;7V"2 1, £=1,...,p1,n- (11)

A\
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(A2 Preuve du lemme 4.3)

L'hypothése implique |'existence, pour tout z € K, d'un sous-ensemble B, de mesure
positive dans X et d'un voisinage U, de |'origine tels que :

go,’,SZ(x) Z U; +2z,Yn>0,Vx € B;.

Pour tout z € K, soit V; un voisinage de |'origine tel que V; + V, C U,. Par
compacité de K, il existe un nombre fini de points z1, ..., zy tels que

K CU_ (Vs + z).

Supposons que, pour r < ¢, nous ayons construit un sous-ensemble D,_; de mesure
positive tel que les valeurs du cocycle (¢}, 1) n'appartiennent jamais a V;, + z;, pour
-
i=1,...,r — 1. Nous allons construire D, C D,_; de mesure positive tel que les

valeurs de (o}, ) n'appartiennent jamais 3 V;, + z.

Par ergodicité de T, il existe k > 1 et D’ C D,_1 de mesure positive tels que

TkD' ¢ B,,. D’aprés le théoréme de Lusin, il existe un sous-ensemble D, de D’ de
mesure positive tel que @k (x) — @k(y) € V;,,Vx,y € D;.

Pour k,n > 0, la relation de cocycle @n(x) = @i(x) + @n( T x) — k(T x) est vérifice.
Par conséquent, si x, T"x € Dy, alors ¢ (T"x) — ¢x(x) € V,, d'ou

@n(T*x) € Vz; + pn(x).
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Comme Tkx, Tktnx ¢ B;,, de plus gDn(TkX) est une valeur du cocycle induit Ap’éz et
-

donc & U, + z.

Il s’ensuit que wn(x) & Vs, + z,, car sinon, (pn(TkX) €V, +V, +2z C Uz + 2z, ce qui

est contradictoire. Nous concluons que Lp'br ne prend jamais ses valeurs dans V;, + z.

De plus, puisque D, est un sous-ensemble de D,_1, les valeurs du cocycle induit (Lp'ér)

sont incluses dans celles de (¢"Dr71), et n'appartiennent donc jamais a V;; + z;, pour

i=1,..,r—1.

Par conséquent, D, posséde la propriété souhaitée. Par récurrence sur r, il s’ensuit

qu'il existe un ensemble D, tel que les valeurs de (cp"D/) n'appartiennent jamais a

Vz + 2z, pour i =1,..., 4.

Comme K C UY_(Vy + z), les valeurs de (ga’éé) n'appartiennent jamais a K et B

B := Dy satisfait I'énoncé du lemme. O
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(Preuve du lemme 4.4)

D'aprés (H), il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tous j,j’ € {1,...,rn} et
tous k € {1,...,n}, ||ka1 — (ﬁjl — le,)H > £

Par conséquent, pour tout 1 < j,j/ < r et tout 0 < k, k' < n, si

Bj + kax # Bjr + k'aey mod Z, alors

18j + kaa — (B + K'a1)|| > min(£,6) > M, avec & = minj ||8; — B/ |-

n

Pour le membre de droite de (11), il suffit de montrer que, pour tout entier positif g, le
/
plus grand écart dans T* \ {0,...,qa1} est au plus < pour une certaine constante c’.

Premiérement, avec j = j, on obtient que ||naz|| > £, pour tout n > 1.
Ensuite, soit (%),,20 la suite des convergents de a;. Puisque pour tout n € N,
dn+1lgnar — p| = gns1llgnanl| < 1 et gnllgnasf > ¢, ona: L < 2 et
|k% — kai| < ﬁ pour tout 0 < k < qn.

Cela implique que I'écart maximal dans T \ {0, ..., gna1} est au plus égal a

L 1 _2 < 3 Parconséquent, pour tout g, < g < gny1, |'écart maximal dans
9n ' dnt1 — dn

T\ {0,...,qa1} est au plus égal a %g%. O
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Preuve du théoréme 2.2 J

A) D’apres le lemme 4.4, I'hypothése (H) implique I'existence de deux constantes
positives c et ¢’ telles que :
C/

S'YL,Z+1_’YL,ZS ;7 zzlv-'w‘Ji‘nv =12 (12)

SHNe

Pour x € [0,1] x [0, 1] \ U, 877:,, notons Ry(x) I'élément de la partition P} contenant

x. et Ry(x) I'élément de la partition 72’; contenant x.
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Soient x = (x1,x2) et u = (u1, uz) tels que x et x + u appartiennent au méme
élément de la partition 7.
A(eh)  A2(e?) uy - 1) 4'anre
On pose M = et ut = . Puisque |u| = O(%) d’aprés le
p ()\1(502) )‘2(502) ™ que |ul (,,) p
lemme 2.1 et (12), pour tout € > 0, il existe un entier N1 ne dépendant que de ¢ et €
tel que :

lon(x + u) — [wn(x) + nMut]| < &, pour n > n.. (13)
Par conséquent, pour n > Nal,
[onlx + u) — AMut] < & + [gn(x)]- (14)

Rappelons que c et ¢’ sont définies dans (12). La matrice M est inversible d’aprés
I'hypothése du théoréme.

Pour ¢cg = %c, I'image par M du carré Q = [0, co] X [0, co] est un parallélogramme Lg
dont un sommet est a I'origine.

Supposons que £(p) # R2. D'aprés la forme des sous-groupes fermés de R?, il existe
une boule ouverte U de rayon r > 0 dans R2, dont I'adhérence, le compact K = U,
est contenue dans Lo et est disjointe de £(¢p).

Pour une constante ¢; > 0, on a A(U) > c1A(Lo). Soit Up C U la boule de rayon

r — 2¢ de méme centre que U. On choisit € suffisamment petit pour que

AMUo) > 2a1M(Lo) et 3c1(2)? > 2e.
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Pour conclure la démonstration du théoréme par I'absurde il suffit de montrer que K
contient une valeur essentielle de ¢.

Supposons que, au contraire, KN E(¢) = 0. D'apres le lemme 4.3, il existe B € B tel
que p(B) >0 et
w(BNT "BN(pn€ K))=0,VneLZ. (15)
Par le théoréme de densité de Lebesgue appliqué a pour B, on obtient :
Pour tout £ > 0, il existe Ng > 1 et un ensemble de mesure positive B. C B tels que :
w(BN T7"B N Ry(u)) > (1 —28)u(Rn(u)),Vu € Be N T~ "B, ¥n > N2(16)
La récurrence de (¢n) implique qu'il existe une infinité d'entiers n > N2 tels que :
w(B: N TL "B N (Jpn| < €)) > 0. (17)
Par conséquent, on peut choisir n > sup(N1, N?) et x0 € T? tels que |pn(x%)| < € et
x% € B. N T~"B., ce qui implique, d’aprés (16) :
q pliq p
w(BN T "BNRy(x%)) > (1 — 2¢)u(Rn(x°)). (18)
On peut supposer que x°, appartenant a R,(x°), est I'un des sommets d'un carré
Qn C Rn(xP%) de cotée €@ x <.
A un changement de signe prés de us, U2, on peut également supposer que x° est le
coin inférieur gauche.

D’aprés la définition de £, donnée au début de la démonstration, nM(Q, — xo) =Ly
et la mesure de I'ouvert W = (nM)~1Up + x° vérifie

W) = 1(@n)3(28 > 3e1(D)?1(Ra(x0)) (voir (12)).
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Rappelons que ¢ est tel que %cl(i—?)z —2¢>0.

Il est clair que W C Qn C Rn(x®). De plus, puisque |on(x°)| < €, d’aprés (14), on a :

W ={x:nM(x—x°) e U} C {x:d(en(x),Uo) <2}
C A{x:en(x) € U} C{x:pn(x) € K}.

Observons que pour trois ensembles E7, Ez, E3,
H(El NExN E3) > ,U,(El n E2) — ll,(Ez) + M(Ez N E3).
En utilisant (18), il s'ensuit, avec £y = BN T~"B, Ez = Ry(x°), E3 = W :

p(BAT"BNR.(x°) N {x:pn(x) € K}) > (BN T "BNR:,(x")N W)
> (1 = 2¢) p(Rn(x°)) = u(Ra(x°)) + u(Ra(x°) N W)

> (Ga(D2)? — 22 u(Ro(x) > 0.

Ceci contredit (15) et conclut la démonstration de A).
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B) Si (¢, ¢?) appartient a F» et satisfait également I'hypothése de B), alors ! et ?
appartiennent a G (cf. Définition 1).

D’aprés le théoréme 1.5, I'ensemble des a € R? tels que le cocycle (¢n) ne soit pas
récurrent a une dimension de Hausdorff <2 —1/3.

Soit B son complémentaire (c’est-a-dire I'ensemble des « tels que (¥,) soit
récurrent). Etant donné les discontinuités 3;, I'ensemble A des «a tel que la condition
(8) de (H) soit satisfaite a une dimension de Hausdorff de 2 d'aprés le corollaire 3.3.
Par conséquent, la dimension de Hausdorff! de AN B est égale a 2.

D'aprés A), I'ensemble des o € R? tels que le cocycle (pn) soit ergodique a une
dimension de Hausdorff de 2. |

1Pour les ensembles A et B, on a : 2 = dimy A < max(dimy(A N B), dimy(A N BS)) <
max(dimy (A N B), dimy(B€)) < max(dimy(A N B),2 — 1/3); Par conséquent, dimj (AN B) = 2:
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